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1 

Calcul vectoriel 


1.1. REPRESENTATION D'UN POINT DANS L'ESPACE 

On se placera toujours dans un repere orthonorme Oxyz, de vecteurs unitai- 

res e x , e y , e z . 


1.1.1 Coordonnees cartesiennes 


r = OM = xe x + ye y + ze z 


Si M se deplace, on a : 

d OM = d M = dxe x + d ye y + d ze z 

OM = x 2 + y 2 + z 2 
(d OM) 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 



1.1.2 Coordonnees cylindriques 


Vecteurs unitaires : e r , eg, e z ; 


On definit M par sa coordonnee z et par les coordonnees polaires r, 6 de son 
projete sur le plan xOy. 


OM = re r + ze z 


x = r cos ( 
y = r sin l 


d OM — dre r + r dOeg + d ze z 


~OM~ = r 2 + z 2 


(d OM) 2 = dr 2 + (r dO) 2 + dz 2 
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m Calcul vectoriel 


1.1.3 Coordonnees spheriques 

Vecteurs unitaires : e r , eg, e \p. 

On definit M par la longueur 

r = OM et les deux angles p et 6. 

I x — r sin 6 cos p 
y = r sin 0 sin p 
z = r cos 6 

d OM = d re r + r sin 6 dp e ^ + r d 6 eg 
>2 

OM = r 2 

(d OM) 2 — dr 2 + r 2 sin 2 6 dp 2 + r 2 d6* 2 



Bien distinguer la coordonnee polaire r = OM et la coordonnee spherique 
r = OM. 


1.2. VECTEURS 

Dans cet ouvrage, la norme d’un vecteur V, habituellement ecrite | V || sera 
designee tout simplement par la lettre V pour ne pas surcharger l’ecriture, sauf 
necessite. 

1.2.1 Somme de deux vecteurs 

V = Vi + v 2 

V = X\e x + Y\ey + Z\e z 
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^2 — X 2 e x + Y 2 e y + Z 2 e z 
V = (Xi+ X 2 )e x + (?! + Y 2 )e y + (Zj + Z 2 )? z 

1.2.2 Produit scalaire 

S = V \ • V 2 S est un scalaire 
Par definition S = V] V 2 cos a 
oil Tangle a est defini par a = (V\ , V 2 ) ■ 


f 


Expression cartesienne du produit scalaire 

S = (X 1 ^ + 7 1 g y + Z 1 ? z ) • (X 2 e x + Y 2 ey+Z 2 e z ) = X 1 X 2 + TiT 2 + ^1^2 


• Le produit scalaire de deux vecteurs perpendiculaires est nul. 

• Pour les vecteurs unitaires e x ,e y ,e z on a : 

• e y = e y ■ e z = e z ■ e x = 0 
e x ■ e x ' — s y ■ e y = e z ■ e z — 1 



Exempt e 1. Travail d’une force 
Si F est la force et d le deplacement, 
ona:W = F- d = Fd cos a 
Si F _L d, le travail est nul. 

Si a = (i d,F ) est aigu, le travail est 
positif, il s’agit d’un travail moteur. 

Si a est obtus, le travail est negatif, il 
s’agit d’un travail resistant. 




d 


1.2.3 Produit vectoriel 

P = V\ A V 2 

Par definition, P est un vecteur 

- perpendiculaire au plan (V \ , V 2 ), 

- oriente de telle sorte que le triedre 
V\ ,V 2 , P soit direct, 
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- de norme V\ V 2 |sin a\ 
ou a = ( V] , V 2 ). 

• Le produit vectoriel de deux vecteurs paralleles est nul. 

• Pour les vecteurs unitaires e x ,e y ,e z , on a : 

e x A e x — e y A e y :==1 € z A e z — 0 
\e x A e y I = Hey A e z || = \\e z A e x \\ = 1 

Expression cartesienne du produit vectoriel : 

P — ( X\e x + Y\e y + Z\e z ) A ( X2e x + Y2e y + Z2e z ) 

= (YiZ 2 - Y 2 Z 1 )e x + (X 2 Z 1 - Xi Z 2 )e y + (X 1 Y 2 - X 2 YOe z 


Exemple 2. Moment d’une force par rapport a un point O 


On ecrit : 


OM A F 



Le produit vectoriel OM A F est tou- 
jours oriente de telle sorte que le triedre 

OM, F , JIq soit direct. 



1.2.4 Vecteurs polaires et vecteurs axiaux 

Un vecteur polaire est independant du sens positif ou negatif de l’axe qui 
constitue son support. 

Par exemple, une force est un vecteur polaire (on dit aussi « vecteur vrai ») : le 
choix d’un sens pour son support ne modifie en rien sa direction, ni son sens. 

Un vecteur axial (on dit aussi « pseudo-vecteur ») se distingue du vecteur 
polaire dans la mesure ou, une fois que sa direction et sa norme sont fixes, 
c’est le sens de rotation autour de son axe-support qui finit de le determiner. 
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Cela correspond au choix du triedre direct pour exprimer le produit vectoriel 
OM A F . II arrive d’ailleurs qu’un vecteur axial soit represente avec une 
flee he K_J (par exemple - A ). 

1.3. CIRCULATION D'UN VECTEUR 

Soit un champ de vecteurs V (M ) et un deplacement elementaire MM' = d M, 
note aussi di . 

■ Circulation elementaire 

(scalaire) (1.1) 

Coordonnees cartesiennes : 


dA=V -dM 



V — V x e x + V y e y + V z e z 
d M = dxe x + dy e y + d z e z 
d <g= V x dx + V y d y + V z dz 


Coordonnees cylindriques : 

V — V r e r + Vq eg + V z e z 
d M = dr e r + r dd eQ + d z e z 
d c € = V r dr + Vgr dd + V z dz 

Coordonnees spheriques : 

V — V r e r + Vq eg + V^ e ^ 

d M — dr e r + r dd eg + r sin d dip e ^ 



d c tf= V r dr + Vgr dd + V^r sin d dip 


[T1 Calcul vectoriel 


■ Circulation sur un chemin 


On considere un trajet AB sur une courbe (C). II convient de fixer le sens de 
parcours sur la courbe (C). 


^AB = d^= f^V -dM (1.2) 

Jab Jab 

Si le chemin est ferme : 




V -d M 


B 



Par exemple, si le champ de vecteurs est un champ de forces, la circulation 
n’est autre que le travail. 


1.4. FLUX D'UN VECTEUR 

Soit un champ de vecteurs V (M) et une surface elementaire d S. 

■ Flux elementaire 


deb = V ■ dS = V ■ N dS 


(1.4) 


oil N est le vecteur unitaire normal a la 
surface dS, qu’il convient de bien orienter, 
en tenant compte des conventions qui vont 
etre precisees. 



V' 


■ Flux a travers une surface ouverte 

Soit (C) le contour sur lequel s’appuie la 
surface ( S ) . 

Une fois (C) oriente, le sens du vecteur 
unitaire N est defini par la regie du tire- 
bouchon (sens dans lequel avance le tire- 
bouchon quand on le tourne dans le sens 
positif choisi sur (C)). 

On a alors : 


* 



V -NdS 


*=JL**=fL 


(1.5) 
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Si la surface est fermee, on ne peut pas 
definir le contour (C). Par convention N 
est oriente de l’interieur vers l’exterieur. 



Ext. 


Exemple 3. Champ a symetrie spherique 


Calculer le flux du vecteur V (M) = f(r)e r a travers une sphere de centre 
O et de rayon r. 

On a tout simplement : 


= 


V ■ NdS 


f(r)dS 


4-7T r z f(r) 


car /(r) est constant quand on se deplace sur la 
sphere. 



1.5. ANGLE SOLIDE 


■ Angle solide elementaire 

Par definition 1’ angle solide dO sous lequel on voit une surface elementaire 
d S a partir d’un point donne O est : 



Dans le cas oil 1’ element dS est pris sur la sphere de centre O et de rayon r, 
on a tout simplement : 

dS - _ dS 
dfl = —N ■ e r = — 


Exemple 4. 


Espace entier : 



Q 


47rr 2 

dS = — = 47 t sterad. 


r^-JJs r* 

Demi-espace entier : £2 = 2% sterad. 


[T1 Calcul vectoriel 


Cone de demi- angle au sommet ao : 
d S = 2tt r sin ar da 

9 

= 2nr sin a da 


Q. 


=ff d 4=r 

J Js r Jo 


Q = 27t( 1 — cos «o) 


2n sin a da 



1.6. OPERATEURS VECTORIELS 


1.6.1 Gradient 

L’operateur grad (ou encore V, operateur vectoriel polaire nabla) associe a 

(df df df\ 

une fonction scalaire/(.r , y, z) un vecteur de composantes — , — , — . 

\dx dy d zj 


Comme : 


df df df 

df = — dx + — dy + — d z 

J dx dy J dz 


on en deduit 


df = ^grad / ) • dM 


(1.7) 


relation que l’on utilise pour definir le gradient dans un systeme de coordon- 
nees quelconques. 

Coordonnees cartesiennes : f = f(x,y, z) 

> 3/_ df^ df _ 

grad / = — e x + —e y + —e 7 
B J dx dy y dz 

Coordonnees cylindriques : f = f(r, 9, z) 


grad / = (grad f) r e r + (grad f ) 0 e 0 + (grad f) z e z 
dM = dr e r + r d6 eg + dz e z 
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On en deduit : 


Or 


df = ( grad / • dM ) = (grad f) r dr + (grad f) e r d 6 + (grad f) z dz 

df df df 

df = —dr + -f-d 6 + —dz 

dr d 6 dz 


grad / 


(*L\ 

dr 

9/ 

rdO 

df 

V al / 


e r 


e Z 


Coordonnees spheriques : f = f(r, 6, (p) 
Un calcul analogue au precedent donne : 


grad / = 


/ 9/ \ 

dr 

df_ 

rdO 

1 9 / 

\ r sin# dip ) 


e r 


eo 


Proprietes : 

Les surfaces de niveau sont definies par 

f(x,y,z) = cte. 


Direction du gradient : 

Soit une surface de niveau /(v, y, z) = A. 

Pour un point M se deplagant sur cette surface, on a : 


df 


|"grad f \ ■ dM = 0 


Le vecteur grad /est done normal a la surface de niveau. 
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Sens du gradient : 

Soit deux points M\ , M2 sur deux surfaces de niveau voisines f = X\ 
et / = A 2 > Ai . 

On a d/ = A 2 — Ai = ^grad/^ • MiM 2 > 0 

Le vecteur grad / est oriente dans le sens des valeurs croissantes de /. 

Circulation d’un gradient : 



grad / • d M = 


rf(B) 

Jf(A) 


df 


jL fei/) • d M = f(B ) - /(A) 


( 1 - 8 ) 


Elle est egale a la variation de la fonction/et ne depend pas du chemin par- 
couru. 

Cette relation facilite parfois le calcul de la circulation d’un vecteur le long du 
chemin. Encore faut-il que ce vecteur soit un gradient. On montre que, pour 
qu’un vecteur V soit un champ de gradient, il faut et il suffit que les derivees 
partielles croisees de ses composantes soient egales deux a deux, soit : 


dv x _ dv y dv y _ dv z dv z _ dv x 

dy dx dz dy dx d z 


(voir exercices) 


Dans le cas particular d’un parcours ferme, on a : 


'^AA 


grad/ • 


dM = 0 


(1.9) 


1.6.2 Divergence 

L’ operate ur div (ou encore V- ) associe a un vecteur V le produit scalaire de 
V par ce vecteur 

div V = V - V (scalaire) 
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Coordonnees cartesiennes : 


div V = 


dv x dVy 8V Z 

dx dy dz 


Coordonnees cylindriques : 

On montre que div V peut se mettre sous la forme condensee suivante : 


- 1 
div V = - 
r 


'd(rVr) , dVg 
dr + ~W 


+ 


dVz 

dz 


Coordonnees spheriques : 

Une expression simplifiee de div V est donnee par : 

f 1 d(r 2 V r ) 1 d(V e sin6) 1 dV, v 

div V = 1 1 — 

r 2 dr r sin 6 d 6 r sin 6 dtp 


Divergence et flux d’un vecteur : 

Par definition, la differentielle du flux de V a travers une surface fermee ( S ) 
est reliee a la divergence de V par : 


d<I> = divV dr 


( 1 . 10 ) 


ou dr represente un volume elementaire : la divergence d’un champ vectoriel 
represente le flux de ce vecteur sortant de Punite de volume. 

On en deduit : 


d> = 



V ■ d S 



div V dr 


Cette formule, dite de Green-Ostrogradsky (voir paragraphe 1 . 8 ) facilite par- 
fois le calcul du flux d’un vecteur a travers une surface fermee. 


1.6.3 Rotationnel 

L’operateur roi (ou encore Va) associe a un vecteur V le produit vectoriel de 
V par ce vecteur : 

rotV = V A V 
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Coordonnees cartesiennes 


/ e x 


rot V 


e z \ 


9 9 9 

dx dy dz 
\V X Vy VJ 


(dV 1 _dVy_ 

dv dz 

8V x _dV £ 

dz dx 
dV y dV x 
V dx dy J 


e x 

e y 

e Z 


Coordonnees cylindriques : 


n f l dv z dv e 

(rot V)r = --TT- - — 
r 66 dz 


-* - dVr dV z 

(rot V)e = — ^ ^ 

dz dr 


(rot V) z = 


1 


A( rV e 

dr 0 ae 


Coordonnees spheriques : 

(rot V) r 


1 

r sin# 


9 (sin 6Vp) 
66 


dVi 
dp _ 


(rot V)e 


1 dVr 
r sin 6 dip 


1 djrVy) 
r dr 


(rot V)# 


1 [ djrVg ) 
r dr 


dV r ' 

~d6 


Rotationnel et circulation d’un vecteur : 


Par definition, la differentielle de la circulation de V sur un contour ferme (C) 
est relie au rotationnel de V par : 



( 1 . 11 ) 


* v 

dsQ>\ 


ou d S est un element d’une surface quelconque (S) 
qui s’appuie sur (C). 
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Cette relation permet de definir la coordonnee du rotationnel dans une direc- 
tion quelconque de vecteur unitaire n . 

On en deduit : 

C C= V ■ dM = JJ (rate) • dS 

Cette formule, dite de Stokes (voir paragraphe 1 . 8 ), facilite parfois le calcul 
de la circulation d’un vecteur le long d’un contour ferme. 

1.6.4 Laplacien 

L’ operate ur Laplacien (note A) est defini par : 

9 2 9 2 9 2 

dx 2 dy 2 dz 2 

II peut s’appliquer a une fonction scalaire : 

. 9 2 / 9 2 / 9 2 / 

A f — — y H H 5 - 

dx 2 9j 2 9z 2 

ou a un vecteur : 

- _ d 2 V d 2 V d 2 V 

dx 2 9j 2 9z 2 

= <?x A V x + Cy A Vy + A y z 

f 

1.7. RELATIONS VECTORIELLES 

Produit mixte : A ■ (B A C) = C ■ (A A B) = B ■ (C A A) (1.12) 

Double produit vectoriel : A A B A C = B(A ■ C) — C(A ■ B) 


L’interet de tous ces operateurs vectoriels est d’une part, de permettre une 
ecriture concise des equations dites « locales » (exemple : equations de 
Maxwell), et d’ autre part, de faciliter les calculs, grace aux relations vecto- 
rielles qui existent entre eux, et aux transformations integrales qu’ils per- 
mettent d’effectuer. 


(1.13) 
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/et p etant des fonctions scalaires, on a : 

grad(/p) = / grad p + p grad / 

div(/A) = (grad /) • A + / div A 

div(A A B) — B ■ rot A — A ■ rot B 

rot (/A) = ^grad f\ A A + /rot A 

div (grad/) = A/ 
div(rcA A) = 0 
rcA(grad /) = 0 
nA(rS A) = grad(div A) — AA 


(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

(1.19) 

(1.20) 
(1-21) 


1.8. TRANSFORMATIONS INTEGRALES 

Theoreme de Stokes (ou du rotationnel) : 


A • d i 


/ / rxAA - dS [(S) s’appuie sur (C)] 

J J(S) 


( 1 . 22 ) 


Theoreme de Green-0 strogradsky (ou de la divergence) : 


( ff A-dS= fff 

JJ S fermee J J J (r) 


div A - dr 


(1.23) 


[(r) volume englobe par (S)] 
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1.8 TRANSFORMATIONS INTEGRATES 

Formule du gradient : 



Formule du rotationnel : 
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(1.24) 


(1.25) 


Exempt e 5. 

On considere le champ vectoriel 

V = (ax + by)e x + (cx + fy)e y 

et le contour ferme ABC DA precise sur la figure. 
Verifier le theoreme de Stokes en calculant la 
circulation de V sur ce contour. 


,0 


On a d’une part : 


c: €— (j) V ■ dl = f ax dx+ f (c+fy)dy+ f (ax+b)dx+ f fydy = c—b 

Jc Jo Jo j 1 j 1 

et d’ autre part : 


// rotV • d S = ff ro'ty • N d S 
JJ(S ) JJ(S) 


et comme : 


il vient : 


ff 

J J(. 


rot(V) = (c — b)e z et N — e z 


rotV • d S — f [ (c — b)dxdy — c — b 

{S) Jo Jo 
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Exemple 6. 



v 


On considere le champ vectoriel a / \ r 'V' 

symetrie spherique : V — dr et la / \ \ 

sphere de rayon r centree en O. ^ 

Verifier le theoreme d’Ostrogradsky \ J 

en calculant le flux de V a travers la \ / 

surface de la sphere. \ ^ ( S) 

On a d’une part 



D’ autre part : 



r dr 



On en deduit : 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Exercices 


17 


Exercices 


1 . 1 . On considere le champ vectoriel : 

A = Ox 2 + 6 y)e x — 14 yze y + 20 xz}e z 

Calculer la circulation de A entre les points (0, 0, 0) et (1, 1, 1) le long des chemins 
suivants : 

a) le segment de droite joignant ces deux points, 

b) les segments de droite allant de (0, 0, 0) a (1, 0, 0) puis de (1, 0, 0) a (1, 1, 0) et 
enfin de (1, 1,0) jusqu’a (1, 1, 1). 

Ce champ vectoriel est-il un gradient ? 


1 . 2 . Soit le champ vectoriel : 

OM — > 

V(M)= avec OM = re r 

OM 

Calculer la circulation de V le long de : 

a) la spirale logarithmique d’ equation polaire : 

r = ae ke , entre 9\ et 62 


b) la cardioide : 

r = a{ 1 + cos 6), entre 


0 et 7 r. 


1 . 3 . On considere le champ vectoriel : 

V = (2x - y)e x + (2 y - x)e y - 4ze z 

Montrer que ce champ est un gradient, et determiner la fonction scalaire tp dont il 
derive par la relation V = grad ip. 


1 . 4 . Un champ de vecteur E, dans l’espace orthonorme e x , e y , e z , est caracterise par 
ses composantes : 



E = 


ou / ne depend que de x et v. 
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m Calcul vectoriel 


1) Determiner la fonction / pour que le champ E derive d’un potentiel V tel que : 

E = —grad V 

2 ) Determiner alors le potentiel de V. 

3) Quelle est la circulation du champ E entre les points A(0,0, 0)etS(l, 1,1)? 


1 . 5 . 1) On considere le champ vectoriel a symetrie spherique : V — -4r. Montrer que 

r- 

ce champ derive de la fonction scalaire/ = — par la relation V = grad f{r) . 


2) Calculer div ( — ^ ) et rot ( I . 


1 . 6 . Calculer le flux du champ de vecteurs : 

V (M) = 4 xze x - y 2 e y + yze z 

a travers la surface du cube limite par v = 0, 
x = 1, y — 0, y = 1, z — 0, z = 1. 

1 . 7 . Calculer le flux du champ vectoriel : 

V (M) — xz 2 e x + (x 2 y - z 3 )e z + (2xy + y 2 z)e z 

a travers la surface totale de l’hemisphere S 
limite par z = yj a 2 — x 2 — y 2 et z = 0 . 



© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Exercices 


19 


1 . 8 . Soit le champ vectoriel : 

V = 2 ze x + 3e y + 2 ,xye z 

1 ) Montrer que le flux de V sortant a travers 1’ he- 
misphere de centre O et de rayon R est le meme 
que le flux rentrant a travers la base constitute par 
le disque de centre O et de rayon R du plan x Oy. 



2) En deduire le flux sortant a travers l’hemisphere. 


1 . 9 . Determiner le flux du champ de vecteurs V = K — (r = OM) a travers une sur- 

r i 

face fermee contenant l’origine O. Meme question pour une surface fermee ne 
contenant pas le point O. 


1 . 10 . Verifier le theoreme de Stokes pour le 
champ de vecteurs V = 2 ye x + 3xe y — z 2 e z , 
dans le cas oil S est la surface de l’hemisphere 
superieur d’equation x 2 + y 2 + z 2 = 9, et (C) le 
contour sur lequel s’appuie cet hemisphere. 



CORRIGES 


1 . 1 . A = (3x 2 + 6 y)e x — 1 4yze y + 20 xy 2 e z 

a) Sur le segment de droite joignant (0, 0, 0) et (1, 1, 1), on a : x — y — z. On peut 
done ecrire : 


f A ■ dl = f ( 3x 2 + 6x)dx — f 14x 2 dx + f 20x ’dx 
J(C, ) Jo Jo Jo 


icq 

.3 , o„2 


14 


x J + 3x z — —x 2, + 5x 4 


13 
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m Calcul vectoriel 



b) De (0, 0, 0) a (1, 0, 0) : y = 0 z = 0 
dy = 0 dz = 0 

= f 3x 2 dx = 1 
Jo 

de (1,0,0) a (1,1,0) : x = l z = 0 

dx = 0 dz = 0 

% = 0 

de (1, 1,0) a (1, 1, 1) : x = l y = 1 d* = 0 dy = 0 

% = [ 20^-f 

+ ™ = J 

Comme la circulation entre les deux points (0, 0, 0) et (1, 1, 1) depend du che- 
min suivi, A n’est pas un gradient. 


1 . 2 . On a : 


OM _ ? _ - 
~OM ~ r~ 6 ' 


a) Le long de la spirale logarithmique r = cie ke , on a : 
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2 

<: €= ak / e k0 d9 = [ae* 0 ]^ 

= a(e m_ e ke {) 

b) Le long de la cardioide r = a (1 + cos 0) , on a : 

d < ~€= V ■ d M — dr = —a sin 6 d 9 
c €= f — a sin 9 d9 = [a cos 6]q 

Jo 

= —2a 


1 . 3 . Pour montrer que V est un gradient, il suffit de verifier que les derivees croisees 
de ses composantes sont egales deux a deux. 


On a 


V = (2x - y)e x + (2 y - x)e y - 4 ze z 
V x =2 x — y V y = 2 y — x V z = —4z 


V est bien un champ de gradient. 


dv x ( 

dy 

dVy _ 

dx 

^ = 0 

I QJ 

1^5 

II 

o 

dz 

dy 

dV- n 

dV x n 

— = Q 

— = 0 

dy 

dz 

Determination de la 

fonction p 


On a : 


dip dip dip 

d <P = T-dx + — dy + — dz 

ox dy dz 


et aussi : 


dp = grad p ■ d M = V ■ d M 


On a done : 


dp 

dx 

dp 

dy 

dp 

dz 

oil C est une 


= 2 x — y 

9 / 9 

= -x + — = 2y - x 
dy 



constante arbitraire. 


P = x 2 - yx + f(y,z) 
f = y 2 + g(z) 
g = -2z 2 + C 
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[T1 Calcul vectoriel 


On en deduit fmalement : 


ip = x- - yx + r - 2z 2 + C 


1 . 4 . Le champ E est defini par : 

E = yze x + zxe y + f(x,y)e z 

1 ) Pour que E soit un gradient, il faut que les derivees croisees de ses composantes 
soient egales deux a deux, soit : 


3 E x 3 E y 

3 y dx 

3 Ey 3 E z 

dz 3 y 

3 E z 3 E x 

dx dz 

3 / 

— = x 
dy 

V dg 

iJ = ,, + dt = - V 


z = z qui est verifie identiquement 


3y 


= >’ 


Bf 

3x 

f = xy + g(x) 


conditions necessaires 


= 0 =>• g = C 
ax 


La fonction / doit done etre de la forme : 

f =xy + C 


2) Pour determiner le potentiel V, on ecrit que E = —grad V. D’ou : 

=> V — — xyz + u(y, z) 


dv 

E x = yz = - — 
dx 


dv 


du 


E y = xz = — — - = xz — — 


dy 


dy 


dV du 

E z = xy + C = =xy - — 
ox dz 


u = i >(z) 
v = —Cz + cte 


On en deduit 


V = -xyz - Cz + cte 


3) Circulation entre les points (0, 0, 0) et (1, 1, 1) 
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/ E • dM = - / grad V • dM = 
Jab Jab 

<&= V(0, 0 , 0 ) - V(l, 1 , 1 ) = 1 + C 



dV 


-> e r 

1.5. 1 ) Soit V = — a symetrie spherique : 

r e r — * df\ df _ 

On a : — = grad /(r) = -^-u. r = -j-u r 

r- or dr 


d If 

dr 


1 

^2 


1 

f(r) = h cte 

r 


2) Calcul de div 



On a : 


V 


r- = x - + y- + z 
r dr — rdx + ydy+zdz 
dr 




V, = 


0 


dx 

dr 

dy 

dr 

dz 


x 

r 

y 

r 

z 

r 


dv x _ 1 / 3 x\ _ r 2 — 3x 2 

dx r 3 \ r 4 r / r 5 


dV y r 2 — 3y 2 dV z r 2 + 3z 2 

dy r 5 dz r 5 

A . (e r \ 3r 2 — 3(x 2 + y 2 + z 2 ) A 

^{r-) = 7; = ° 

sauf pour r — 0 ou V n’est pas defini. 

• Calcul de rot 

On peut faire un calcul direct, en utilisant la definition de l’operateur rot . 

II est plus simple de remarquer que, etant egal a grad /, on peut appliquer la rela- 

r 2 

tion vectorielle : 

rot (gracl /) = 0 
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m Calcul vectoriel 


Par consequent, 
sauf pour r = 0 oil V n’est pas defini 


rot 1^1=0 


1.6. V (M) = 4 xze x — y 2 e y + yze z 

a ) Face x = 1 : dS = d y dz n — e x 

= f 4z dz f dy = 2 
J o Jo 

b) Face x = 0 : dS = dj dz n — — e x 

<F 2 = 0 

c) Face y = 1 : dS = d^c dz N = e y 

$3 = - [ d x f 

Jo Jo 

d) Face y = 0 : dS = dx dz N = —e y =>• 4>4 = 0 

e) Face z = 0 : dS = dx dy N = —e z => cp 5 = 0 

f) Face z = 1 : dS = dx dy N = e z 

<F 6 = fydy f l dx= l - 
J 0 Jo 4 

1 3 

^ total — 2 — 1 + - — - 



dz = -1 


1.7. La surface totale est constitute par la surface de l’hemisphere plus la surface de 
la base (surface fermee). 

On peut calculer le flux directement, mais il est plus 
commode d’utiliser le theoreme de la divergence. 

V = xz 2 e x + (x 2 y - z 3 )e y + ( 2xy + y 2 z)e z 



® = ff V dS = fff div V dr 

J J(S) J J J(t ) 

div V = z 2 + x 2 + y 2 = r 2 dr = r 2 sin 9 d 9 dr dtp 
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D’oii 


cD = 


r 4 sin 9 dr d 9 dtp 


M 

c a r f 

= I r 4 dr I ~ sin 9 dd 
Jo Jo Jo 

a 5 lira 5 

= — x 1 x 2tt = 

5 5 


dp 


1 . 8 . 1) V = 2 ze x + 3? v + 2 xye z 


- dv x dv v 3V, 

div V = — - H H 1 = 0 

dx 3 y dz 


Soit S la surface totale de la demi-sphere (hemis- 
phere + base) et r le volume de cette demi-sphere. 


Le theoreme de la divergence permet d’ecrire : 



Cpc 


// V ■ N dS = III 

JJ(S) JJJ(t) 


div V dr = 0 


<D (sortant) + «D (sortant) = 0 

hemisphere disque 


<D (sortant) = <t> (rentrant) = 0 

hemisphere disque 


2 ) On en deduit : 


cb (sortant) = 

hemisphere 


// 


2xy d.S’ avec 


IL 


disque 

2 r 3 sin 6 cos 9 d 9 dr 
R 


x = r cos w 
y = r sin 9 
dS = r dr d 9 


<D = 

/ disque 

c*27T 

= 2 I sin 9 cos 9 d 9 


J 


r * dr = 0 


1 . 9 . V = K^ = K- 

r i r z 

a) Si la surface fermee contient l’origine, on ne peut pas appliquer le theoreme de 
Green-Ostrogradsky car div V n’est pas definie en O. II faut faire un calcul direct : 
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m Calcul vectoriel 


b) Si la surface ne contientpas le point O, on a : 

$ - JJ V ■ N dS = J 1 j div V dr= 0 puisque div-^ = 0 



a ) Calcul du rotationnel : on a ici rot V = e z . 

dS = d SN dS = R 2 sin 6 d6 dp N = e r 

sin 6 cos 9 dd / d ip 

J o 

= ttR 2 = 9i r 


<€= ff rot V ■ NdS = R 2 f 
J Js Jo 


b) Calcul direct : 


On a : di = R da e Q ou e a est le vecteur unitaire 
porte par la tangente a (C) . 

e a = —(sin a)e x + (cos a)e y 

V ■ dl = — 2y(sin a)R da + 3.r(cos a)R da 
avec x = R cos a et y = R sin a 

Onendeduit: c €= J V ■ dl 



*€= -2 R 2 [ 
Jo 


2 tt r2.iT 

2 a„ i 'i t>2 


sin - a da + 3 R 


f 


cos 2 a da 


= —2itR~ + 37 tR 2 = 7 tR~ = 9n. 
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Champ electrostatique 
dans le vide 


2.1. CHARGES ELECTRIQUES 

Dans tout phenomene physique intervient un « objet » dont la structure 
confere certaines proprietes a l’espace qui l’entoure. Dans le cas de la gravi- 
tation, 1’ objet est constitue par une masse. En electrostatique, 1’ objet est une 
charge, mesuree en coulomb (C) dans le systeme international. 

II existe deux types de charge electrique ; les charges de meme nature se 
repoussent tandis que celles qui sont de nature differente s’attirent. Les unes 
sont dites « positives » et sont mesurees par un nombre positif, les autres sont 
dites « negatives » et sont mesurees par un nombre negatif (cf. paragra- 
phe 2.2). Toute charge est multiple de la charge elementaire : 

e = 1,6 • 10 -19 C 

Les atomes sont constitues de particules chargees, a savoir : 

- les electrons: (e~) responsables de la conduction electrique dans les 
metaux 

charge : q e = — e = —1,6 • 10 -19 C 
masse : m e = 9,1 • 10 -31 kg 


- les protons : (H + ) 

charge : q p = e = 1,6 • 10~ 19 C 
masse : m p = 1,67 • 10 -24 kg 

ainsi que les ions et les porteurs de charge dans les semi-conducteurs qui peu- 
vent etre des electrons ou des « trous » (absence d’electrons). 

On distingue : 

• les charges ponctuelles : supposees sans dimension, ce qui est analogue a 
l’hypothese du point materiel en mecanique. 
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[2] Champ electrostatique dans le vide 


• les distributions continues de charge : hypothese d’une charge macrosco- 
pique permettant de definir une charge infinite simale d q, a laquelle on peut 
appliquer les formules etablies dans le cas d’une charge ponctuelle, avant 
d’integrer sur la distribution. 


On definit ainsi les densites : 


- lineique sur un fil : A = 

- surfacique (ou surperficielle) sur une surface : a = 

- volumique dans un volume : p = 


d q 

dl 
d q 

d S 
dq 

dr 


[C-m- 1 ] 
[C • m- 2 ] 
[C • m- 3 ] 


auxquelles correspondent respectivement les charges infinite simales A d/, 
cr dS et p dr. 


2.2. LOI DE COULOMB 


Soit deux charges q et q' placees en M et M' et distantes de r. Ces charges 
peuvent etre positives ou negatives, mais dans le cas de la figure, nous suppo- 
serons qu’elles sont de meme signe. 

La loi de Coulomb permet de determiner la 
force Fm' exercee par q sur q ' , ou encore la 
force Fm exercee par q' sur q, ces deux for- 
ces etant egales et opposees, conformement 
au principe de faction et la reaction. 

Cette loi s’ecrit : 



r v qq - 
F M’ — F -j- U M M ’ 


( 2 . 1 ) 


ou F m = K^-um'M 


K = 




= 9 ■ 10 y S.I. 


umm' est le vecteur unitaire porte par le support de MM ' , oriente de M vers 
M', (on dit dans le sens qui va de la cause vers l’effet). 


La force est repulsive si les charges sont de meme signe, elle est attractive 
si elles sont de signes contraires. 

Cette loi traduit f interaction entre les deux objets q et q' . Les notions de champ 
et de potentiel permettent de preciser les proprietes relatives a un seul objet. 
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2.3. CHAMP ET POTENTIEL 


2.3.1 Cas d'une charge ponctuelle 


La seule presence d’une charge ponctuelle q au point M (comme d’ailleurs 
d’une masse ponctuelle m, dans le cas de la gravitation) permet de definir 
deux proprietes en un point M' de l’espace environnant : 


- une propriete vectorielle, le champ electro statique : 


e m = K —Jam'M 


(2.2) 


- une propriete scalaire, le potentiel electrostatique (defini a une constante 
pres) : 


Vm = K - + cte 
r 


( 2 . 3 ) 


- et une relation entre les deux proprietes : 


¥ 


^ > 

Em = -grad V M 

ou 

dy = —Em • d M 


( 2 . 4 ) 


Le champ electrique est oriente vers les potentiels decroissants (cf. para- 
graphe 1 . 6 . 1 ). 


f 


2.3.2 Lignes de champ et surfaces equipotentielles 

Les lignes de champ, qui sont les courbes tangentes en chaque point au champ 
E , sont ici des droites passant par la charge ponctuelle q placee en M. Ces 
lignes sont orientees centrifuges ou centripetes suivant que q est respective- 
ment positif ou negatif. 



v. i 
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[2] Champ electrostatique dans le vide 


Les surfaces equipotentielles V = cte sont des spheres centrees en M. En 
effet, sur ces surfaces, on a : 


dV = ( grad V ) ■ dl = -E ■ dl = 0 




2.3.3 Cas d'un systeme de charges 


dl 1 E 


Lorsque n charges ponctuelles existent simultanement en des points M\, 
M 2 ,. . ■ ,M n , le principe de superposition permet d’ecrire : 

- pour le champ resultant en un point M (avec r/ = M[M =f 0) : 


Em = K %UM t M 


- et pour le potentiel resultant : 


Vm = kJ2 


(2.5) 


(2.6) 


Dans le cas de distributions continues de charges, on aura de meme : 
- pour un fil charge uniformement : 

Ad£^ 

PM 

lAB r z 

Ad l 

lAB r 

pour une surface chargee uniformement : 

crdS _ 
r 2 


Em 
V m 


= K i 

JA 
JA 



Em = K I I 

l(S ) r* 


ff 

J J(S 
Vm = K ff 

J J(S 


adS 
'( S ) ^ 

- et pour un volume charge uniformement : 
pdr_ 

I(S) r 2 

pdr 

'(f) r 



M' 


Sm=k IIL 

Vm=k K 


■“MM' 



2.4 FORCE ET ENERGIE POTENTIELLE ELECTROSTATIQUES 
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2.3.4 Utilisation des symetries 

Si, en un point donne M, il passe un plan (M) laissant la distribution des char- 
ges invariante par reflexion dans ce plan, alors le champ en M doit etre inva- 
riant dans cette reflexion : E est done contenu dans le plan de symetrie (M). 
Si il passe par M deux plans de symetrie distincts, E est done dirige suivant 
la droite^d’ intersection des deux plans : il suffit done de calculer la coordon- 
nee de E sur cette direction de droite. 

Si en M passent trois plans de symetrie formant un triedre, alors E est nul en 
ce point. 

Des considerations de symetrie peuvent dans certains cas particulars faciliter 
enormement les calculs des champs et des potentiels resultants. 

(Voir exemples d’ applications et exercices). 


2.4. FORCE ET ENERGIE POTENTIELLE ELECTROSTATIQUES 


De fay on generate, la presence d’une charge q en un point M oil le champ est 
E se traduit par une interaction caracterisee par deux proprietes : 


- une propriete vectorielle, la force exercee sur la charge q ( cf en particular 
l’expression (2.1) de la loi de Coulomb) : 


F = qE 


(2.7) 


- une propriete scalaire, 
comme le potentiel : 


l’energie potentielle definie a une constante pres 


£p — q Vm 


(2.8) 


- et une relation entre les deux proprietes : 

F = —grad Ep 


(2.9) 


• L’ interaction entre deux charges est reciproque. On a | II = I Cv/' II > 
ce qui verifie le principe de 1’ action et la reaction pour un systeme isole. 

• L’energie potentielle Ep definie ci-dessus peut etre vue comme : 

- l’energie de q' dans le champ de q, 

- l’energie de q dans le champ de q' , 

- l’energie potentielle du systeme isole, constitute par les deux charges 
de q et q' . 


Le probleme de la generalisation de Ep a un systeme de n charges (n > 2) 
sera examine par la suite (chap. 5.). 







32 
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2.5. CIRCULATION DU CHAMP ELECTRIQUE 


Soit un parcours A B oriente de A vers B . 
La circulation du champ Em sur un ele- 
ment de parcours dl s’ecrit : 
d^€= E m • dl 

= —grad Vm • dl = — d Vm 



On en deduit les relations : 

E • dl = -dV 


L 

JAB 


E ■ dl 


Va-Vb 


(2.10) 


Notez que la circulation du champ de A vers B est egale a la valeur initiate 
moins la valeur finale du potentiel. 

Et en particular, sur un parcours ferme : 



(2.11) 


• La circulation de E est independante du parcours choisi, puisqu’elle ne 
depend que de la difference de potentiel entre A et B . Le potentiel etant 
defini a une constante pres, on voit que le choix de cette constante n’in- 
tervient pas dans la difference de potentiel. 

• Par contre, la circulation de E depend du sens de parcours choisi : c’est 
ce sens qui fixe le signe de la difference de potentiel. II faut done tou- 
jours orienter le parcours avant de calculer la circulation de E. 


2.6. LOI LOCALE ET LOI INTEGRALE 

■ Forme locale 

La loi E = —grad V permet de determiner E en un point quelconque si V est 
connu en ce point (ou 1’ inverse). Elle presente un caractere general, libere de 
toute consideration de symetrie susceptible d’apparaitre a l’echelle globale. 
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Cette loi peut s’ecrire sous une autre forme, egalement locale : en effet, 
sachant que rot (grad V) = 0, on peut ecrire : 


rot £ = 0 


(2.12) 


Le champ electrique E est dit irrotationnel. 


■ Forme integrale 

La loi f E • dl = V A - V B 

Jab 

ou encore ® E ■ d£ = 0 ((C) contour ferme) 

J(C) 

peut permettre le calcul de E en un point, mais il faut passer par un calcul a 
l’echelle globale. C’est dire que cette loi integrale ne presente de l’interet que 
si l’on peut mettre en evidence des symetries permettant de faciliter le calcul 


^ par exemple lorsque E est uniforme et peut sortir du signe 


/) 


. Dans ce cas, 


la deuxieme methode peut s’averer plus rapide que la premiere. 

D’autres lois locales et integrates seront revues par la suite (theoreme de 
Gauss par exemple). 


2.7. EXEMPLES D'APPLICATION 


Exemple 1. Comparaison entre force electrostatique et force de gravi- 
tation dans I’atome d’ hydrogene 

On donne la constante de gravitation G — 6,7 • 1 0‘ 1 1 S.I. et le premier rayon de 
l’atome de Bohr no = 0,53 • 10 -1 ° m. 

Dans l’atome d’hydrogene, un electron (charge —e) decrit une orbite circulaire de 
rayon a o autour d’un noyau constitue d’un proton (charge +e). II s’agit de compa- 
rer les forces electrostatique (F e ) et gravitationnelle (F„) entre ces deux particulcs. 


F e 

h 


K 


qiq 2 910 9 (1,6- 10“ 19)2 


U Q 

t m i in 2 


(0,53 • 10- 10 ) 2 


8,1 • 10 -S N 


6,7 • 10 _11 (9,1 • 10 — 3 1 ) (1 , 67 • 10- 27 ) 


a r 


(0,53 • 10- 10 ) 2 


3,7 • 10 -47 N 
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La force electrostatique est environ 2 • 10 39 fois plus grande que la force de 
gravitation. Cette derniere est done tout a fait negligeable. 


Pour les particules « elementaires » (electrons, protons, ions,...) on neglige 
toujours les forces de gravitation ou de pesanteur devant les forces electro- 
statiques. 


Exemple 2. Champ cree par un fil circulaire portant une densite de 
charge uniforme X = en un point M de son axe (OM = z). 


On suppose A > 0. 

1) Calcul direct du champ E 

A chaque element d l du fil, on peut faire 
correspondre un element d l' symetrique 
par rapport a O. 

Par raison de symetrie, seule la compo- 

sante de d E sur l’axe Oz intervient : E 
est porte par e z . 



II est plus elegant de remarquer que tout plan contenant Oz est plan de 
symetrie pour la distribution de charge et contient done E (qui est un vec- 
teur polaire). En un point de l’axe, E appartient a 1’ intersection de ces 

plans : il est done selon l’axe Oz. 

On a successivement : 

d E z = d E cos a 

K dq z 

z 2 + R 2 ( z 2 + R 2 ) 1 / 2 

avec dq — Xdi 

KXz f 2nR , - A Rz 

z ~ (? + Wi~ 2 Jo e ‘ 2e 0 (lt 2 +z 2 ) 3 V ez 



2) Calcul direct du potentiel 

K dq 

dV = 

(z 2 + R 2 ) 1 / 2 


K Xdi 

(z 2 + R 2 ) 1 / 2 
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K X 


(z 2 + R 2 ) 1 / 2 Jo 
A R 


rh tR 

/ dl 
JO 


V(z) = 


2£ 0 (^ 2 + z 2 ) 1/2 



3) Calcul du champ a partir du potentiel 
A R 


V = 


2 £ 0 (R 2 + z 2 ) 1 / 2 
On a successivement : 

dv 

E x = =0 

dx 

dV 

E 7 = — 


+ Cte E = —grad V 


-y ~ ' 
XRz 


■— =0 

dy 


E(z) ~ 


dz 2e 0 (R 2 + z 2 ) 3 / 2 
XRz 

2£ 0 (/f 2 +Z 2 A 2CZ 


Exemple 3. Champ cree par un disque de rayon R portant une densite 

de charge surfacique uniforme o = — , en un point M de son axe Oz. 

dS 

On suppose a > 0. Calculer le potentiel et en deduire le champ. 

On peut considerer le disque comme engendre par un fil circulaire de rayon 
r et d’epaisseur dr, quand r varie de O a R. 

De la sorte, on peut appliquer les resultats de 
1’ exemple precedent. 

Pour trouver la correspondance des densites 
de charge, on ecrit que la charge 2iirX portee 
par le fil de 1’ exemple precedent est mainte- 
nant portee par le fil de meme rayon mais d’e- 
paisseur dr. On a done la correspondance : 

2nrX i — > 2nr dr a et A i — > erdr 
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1) Calcul du potentiel 
A R 

V = ~ est a remplacer par 

2e 0 (R 2 + z 2 ) 1 / 2 

a C R r dr 
2^0 JO (r 2 /z 2 ) 1 / 2 

= ^~[(r 2 + Z 2 ) 1 ^ 

2e 0 

= ^[(K 2 + z 2 ) 1 ' 2 -\z |] 

2e 0 


dV 


or dr 


2eq ( r 2 + Z 2 ) 1 / 2 



2) Calcul du champ 


En faisant le meme calcul directement, ou 
en passant par E — —grad V, on trouve : 


E = 


<7Z 


1 


1 


2e 0 Lkl (^2 + z 2 ) 1 / 2 . 





Remarque : 

• On peut noter la discontinuite du champ 
E au passage par le point 0(z = 0). 

• Le champ cree par un plan portant une 
densite de charge a peut se deduire du 
resultat relatif au disque, en faisant ten- 
dre R vers l’infini. 

On trouve : E = —e 7 

2^0 kl 



• Le calcul direct du champ E cree par un disque charge superficiellement, 
en un point M de son axe, sera propose comme exercice. 


Exemple 4. Potentiel cree par une sphere de centre O et de rayon R, 
chargee uniformement, en un point M exterieur a la sphere. 

1) Sphere chargee en surface 

Soit a la charge surfacique. 
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On a successivement : 

dV M = K — dq = aq dS 

n 

dS = 2nR sin OR d 6 
dq — crlnR sin OR d 0 

— — sin 0 d 0 
2 

oil Q = 4nr 2 a est la charge totale portee par la sphere 
r\ = R 2 + r 2 — 2 Rr cos 0 



2r\ dr\ = 2 Rr sin 0 d 0 


dV M 

V M 


dr i 


K-smOdQ- 

2 Rr sin 0 d 0 


KQ 


" r+R q 

, dr x = K — 
2 Rr Jr—R r 


Tout se passe comme si la charge Q de la sphere etait concentree au 
centre O. 

2) Sphere uniformement chargee en volume 

Soit p la charge volumique. On peut considerer la sphere comme engendree 
par une coque spherique de rayon a et d’epaisseur da, quand a varie de O a R. 
Ainsi, on peut appliquer les resultats de a). 

On a : 


dV M = 


Kdq 


dq — 4 ira 2 pda 


V M = 


K4np 


/„ 


a z da 


0 

4 R 3 
= K -up — 
3 r 


= K 


Q 



■t- o 

oil Q — -nR p est la charge totale portee par la sphere. 

La encore, tout se passe comme si toute la charge Q de la sphere etait ponc- 
tuelle et situee au centre O. 
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Remarque : 

• L’ application du theoreme de Gauss permettra de retrouver tous ces resul- 
tats plus rapidement (voir chapitre 3). 

• Le calcul du champ cree a l’interieur de la sphere precedente sera fait en 
utilisant ce theoreme. 


2.8 DIPOLE ELECTROSTATIQUE 


On considere deux charges —q. +q placees aux points A ct B. distants de a. 
Ce systeme, appele dipole electrique ou doublet electrique, constitue un objet 
en soi, qui cree un champ et un potentiel dans l’espace environnant. Le 
modele theorique du dipole trouve son application dans la polarisation des 
molecules conduisant a 1’ approximation dipolaire de la matiere. 

Les calculs du champ et du potentiel crees par un dipole se font toujours en 
des points tres eloignes du dipole OM 'A> a. 


2.8.1 Calcul du potentiel a grande distance 


V M = Kq 


1 1 
~MB ~ WX 


= Kq 


MA - MB 
MB . MA 


Comme OM = r a, on a : 


MA — r H — cos 
2 


MB — r cos i 

2 


MB ■ MA ~ r 2 
Kqa cos 0 


V M = 


On definit le moment dipolaire : 



p = qAB — qa uab 

On peut noter que q est toujours la valeur absolue de la charge et que p est 
oriente de la charge negative vers la charge positive. 


V M = K 


p ■ u r 
r 2 


K p cos 6 
r 2 


(2.13) 
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2.8.2 Calcul du champ electrique a grande distance 

E = —grad V 



(2.14) 


(2.15) 


■ Expressions cartesiennes 

Le potentiel et le champ presentent evidemment une symetrie de revolution 

autour de l’axe support de AB, pris ici comme axe Ox. Comme 
cos 9 = x/(x 2 + y 2 ) 1//2 , on trouve : 

px 

V = K 

(X 2 + y2)3/2 


dv 

E x = = Kp 

ox 


3v " 


(x 2 + y 2 ) 5 / 2 (x 2 + y 2 ) 3 / 2 


3 cos 2 9 — 1 
= Kp 3 

dV 

Ey = = Kp 


3 xy 


— Kp- 


d y 1 (x 2 + y 2 )^/ 2 

3 sin 9 cos 9 


I / 1 

Lorsqu’on s’eloigne du dipole, le potentiel decroit en compare a - par 

r z \ r 

\ 1 / 1 \ 

une charge ponctuelle I et le champ en -j I compare a — I . 


La figure ci-apres indique 1’ allure des lignes de champs (en trait plein) et des 
lignes equipotentielles (en pointilles) dans le plan xOy. 
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2.8.3 Force et couple exerces par un champ electrique sur un dipole 

a) Cas d’un champ uniforme 
Soit 6 1’ angle de AB (support du 
dipolaire p ) avec l’axe Ox pris 
direction du champ applique E. 

• Force resultante sur le dipole 
F = F B + F A = qEe x - qEe x 

La force resultante est nulle, mais le moment resultant ne Test pas, F A et F B 
constituent un couple. 

• Moment resultant : 

-> a a 

a -> a -> 

= — AqE + — A qE = a A qE 

T — +p A E — —pE sin 6e z 

Ce moment tend a aligner le dipole parallelement au champ E (6 = 0). 

Dans le cas d’une molecule assimilee a un dipole, le point A represente le 
barycentre des charges negatives et le point B le barycentre des charges 
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positives. Le moment dipolaire moleculaire aura tendance a s’ aligner avec 
le champ E. On dit que la molecule (ou la substance) se polarise. 

• Energie potentielle du dipole dans le champ E : 


E p = qV B -qV A =q(V B -V A ) 
Or le champ applique E est lie a V B — V a par 


— > dV ^ 

-grad V = ~—e x 
ox 


AV. 

Ax 


e x 


V B ~ V A „ 

e ; 

a cos 9 


On en deduit : 


soit 


£p = —aqE cos 9 
E p = —pE cos 9 = —p ■ E 


L’ energie potentielle est minimum lorsque 9 = 0, indiquant que le dipole est 
en equilibre stable quand il est oriente paralle lement au champ applique. 

b) Cas d’un champ non uniforme 

Dans ce cas, les forces F B et F 4 ne sont plus egales et opposees. II en resulte 
une force qui va deplacer le dipole dans son ensemble. On aura done un mou- 
vement de translation de centre de masse O du dipole, en plus du mouvement 
de rotation autour de O. 

La force resultante est liee a l’energie potentielle par : 

F = -grad E p 

On aura done : 

F = grad (p ■ E) 
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EXERCICES 


2 . 1 . On place quatre charges ponctuelles aux sommets ABCD d’un carre de cote 
a = 1 m, et de centre O, origine d’un repere orthonorme Oxy de vecteurs unitaires 

e x et e y . 

On donne : 

qi — q — 10~ 8 C qi = —2 q 

<73 = 2 q <74 = -q 

1 Q 

K = = 9 • 10 9 S.I. 

47T£o 

1 ) Determiner le champ electrique E au cen- 
tre O du carre. Preciser la direction, le sens et 
la norme de E. 

2) Exprimer le potentiel V cree en O par les quatres charges. 

3 ) Exprimer le potentiel sur les parties des axes x'x et y'y interieures au carre. Quelle 
est, en particulier, la valeur de V aux points d’ intersection de ces axes avec les cotes 
du carre (/, I', J et J') ? 




* y 


4 


j 

B 

(?i) 



(? 2 ) 

I' 

e 1 
y 


I 


0 

e x 


D 

0 4 ) 

J 1 


c 

(%) 


y 1 


2 . 2 . 1) Calculer, en tout point M de l’espace, le champ electrique E cree par un fil 
rectiligne AB de longueur finie 2a, portant une densite lineique de charges A > 0. 


Soit O la projection de M sur la droite AB, on 
posera : 

OM — y, O A = xa, OB — xb 

2) On examinera les cas particuliers suivants : 

a) le point M est dans le plan mediateur d e AB, 

b) le fil a une longueur infinie. 



B 


X 


B‘ 


2 . 3 . On considere un disque de rayon R, de centre O, portant une densite de charge 
surfacique <r > 0. 

1 ) Retrouver, par un calcul direct, le champ E cree par le disque en un point M de 

son axe z'Oz (OM = z > 0) a partir du champ elementaire d 2 E cree par la charge 
elementaire dq = a dS (voir exemple 3 du paragraphe 7 pour une autre methode). 
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2) Que devient ce champ E lorsque le rayon du disque R tend vers l’infmi ? 

3 ) On considere un plan infini portant une densite de charge surfacique cr > 0, perce 
d’un trou circulaire de centre O et de rayon r. 

Calculer le champ E en un point M de l’axe z'Oz du trou. 


2 . 4 . 1 ) Un conducteur creux hemispherique de centre O et de rayon R est charge 
uniformement avec une densite de charge surfacique a > 0. 

Calculer le champ E\ cree au point O. 

2 ) On considere maintenant une distribution de charge en volume ayant la forme de 
1’ hemisphere ci-dessus et portant une charge volumique uniforme p. En considerant 
la distribution volumique comme engendree par la distribution surfacique de la l re 
question lorsque le rayon de cette derniere varie de O a R, calculer le champ elec- 
trique Ei cree au point O. 

3 ) Retrouver ce dernier resultat par un calcul direct. 


2 . 5 . A) On assimile la molecule de SO 2 a un 
ensemble de trois charges ponctuelles dispo- 
sees comme l’indique la figure. La charge 
positive S(+2q) representant l’atome de sou- 
fre est situee a la meme distance L des deux 
atomes d’oxygene, situes en 0\ et O 2 , portant 
chacun une charge —q. On designe par a 
1’ angle entre les deux liaisons soufre-oxygene 
et on adopte le systeme d’axes 0.x y represente 
sur la figure. L’origine Q est situee au milieu 
des deux atomes d’oxygene. 

1 ) Montrer que cette distribution de charges electriques est equivalente a un dipole. 

2) En deduire le moment dipolaire p de la molecule SO 2 en precisant son orientation 
et sa norme. 

A.N. : a =120° L = 1,432 • 10” 10 m q = 0,29 • 10“ 19 C 

B) Etant donne un point M situe sur l’axe Oy a une grande distance de S, on desire 
justifier 1’ approximation dipolaire pour QM = 20 L par exemple. 
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1 ) Calculer directement le champ Em cree en M par les trois charges. 

2) Calculer le champ E'm cree au point M, en remplaqant les trois charges par le 
dipole equivalent. 

3 ) Comparer les resultats obtenus. 



2.6. Dans l’espace oil regne un champ electrique uniforme E, on considere sur un axe 
x' Ox parallele a E deux points A et B tels que AB soit dans le meme sens que E. 

1 ) Quelles sont les surfaces equipotentielles ? 

2) Quel est le potentiel en un point M de 

l’espace situe a la distance r de O et tel que E 

Tangle ( OB,OM ) = 6. 

X 1 

3) On place les charges —q et +q respective- A 0 B 
ment en A et B. 

a) Montrer que le dipole AB est en equilibre stable. 

b) Quel est le potentiel resultant en Ml 

c) Montrer qu’il existe une sphere de centre O, sur laquelle ce potentiel reste cons- 
tant. Calculer numeriquement le rayon de cette sphere ? 

d) Quelle est la valeur constante de ce potentiel ? 

On donne : q = 10 -7 C AB = 1 cm E = 72 V • m -1 

K = 9 • 10 9 S.I. 


2.7. A) En premiere approximation, une molecule d’eau 
peut etre consideree comme formee de deux ions H + et 
un ion O 2- disposes comme l’indique la figure. Calculer 
le moment dipolaire pa de cette molecule sachant que 
les distances entre 0 2 ~ et les deux ions H + sont toutes 
les deux egales a 1 A. 

B) On considere une molecule d’eau A, placee au point 
O. Elle est assimilable a un dipole electrique permanent 
de moment pa dont le centre est en O. 

En un point M, situe sur l’axe de la molecule A, a une 
distance r, on place successivement : 
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1) Une charge electrique q > 0. Quelle est 
la force exercee par la molecule A sur cette 
charge ? 


Pa 


-2q q +2q 


2) Un dipole de moment p oriente selon OM . 

a) Quelle est l’energie potentielle du dipole p dans le champ electrique Em cree en 
M par la molecule A ? (On supposera que r est suffisamment grand pour que le 
champ Em puisse etre considere comrne constant autour de M.) 

b) Quelle est la force a laquelle est soumis le dipole ? On precisera sa direction et son 
sens. 

3) On considere un dipole induit p dont l’intensite est proportionnelle a l’intensite 
du champ Em, soit p = [3Em (on supposera toujours Em constant autour de M). 

a) Quelle est l’energie potentielle d’interaction de ce dipole avec la molecule d’eau ? 

b) A quelle force est-il soumis ? 

4) L’ interaction dipole-dipole peut-elle suffire a expliquer la stabilite du systeme de 
deux molecules ? Justifier votre reponse. 


CORRIGES 



D 

? 4 =-« 


C 

q 3 = + 2q 
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On a de meme 


- tt ^ Aq 

E 2 + £3 = 2E 2 cos —e y = 2 K — — e 


2 2 


= 4 K — ~ V 2 e v soit 


£ — — 7z-y/2e v 

n 4. y 


Le champ resultant £ est done : 

- dirige suivant l’axe y'oy ; 

- dans le sens positif de l’axe y'oy ; 

2 Kq r 

- de norme E = — — V2. 

a 1 

A.N. : E = 9 ■ 10 9 x 10 -8 x 2\/2 = 254,6 V • m _1 


2 J Determination du potentiel V en O : 

Soient Vi, V+ V 3 et V 4 les potentiels crees par les charges q\ . q 2 , <73 ct c /4 cn O. 

V = Vi + v 2 + L 3 + V 4 = ^[1 -2 + 2-1] 

aV 2 


soit : 


V = 0 


3) Variation du potentiel sur les axes x' Ox et y'Oy 



D 

(- 9) 


Cas a 


y' 

Cas b 


C 

(+2 q) 
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a) Sur l’axe x' Ox, on a : 


V = Kq 


MA = MD et MB = MC 
12 2 1 


2 2 
~MA ~ ~MB + MC ~~ ~MD 


d’ou V = 0 


L’axe x' Ox est une equipotentielle V = 0 
I et I’ etant sur l’axe, on a V (I) = V (I ') — 0. 

b) Sur l’axe y’ Oy, on a : MA = MB et MC = MD 

r i i 

V = Kq 

1 [ MC MA 

r ^ a 2 

soit : 



En deux points symetriques par rapport a O, sur l’axe y' Oy, les potentiels sont oppo- 
ses : 

V(y) = -V(-y) 


Si M est en J, on a J A = — 
2 


V{J) = Kq 


aV 5 

et JC = , soit : 

2 


" 2 2 

2 Kq 

(V5-5\ 

5 a. 

a 

{ 5 ) 


Si M est en J’, alors V(J') = — V (J) . 

A.N. : V(J) = —99,5 volts V{J’) = 99,5 volts 


2.2. 1 ) Calcul du champ E en M. 
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et 


„ -► KXd6 ^ 

y = PM cos 0 => d E = upm 


d E 


K X 

d E x = sin 8d9 = 

y 

KX 

d E v = cos 9d9 =>■ E v = 


y 


kx r 6 

y Joa 
kx r e 4 
y Je A 


sin 6 d9 
cos 9 d 9 


En posant 


= (MO,MA), 9 B = (MO, MB) 


KX 

E x = (cos i 

y 


KX 

E v = (sin i 


n A KX y 

COS 9a) = 


y ' 14 + y 2 J4 + y 2 


. „ . KX x B 

sin 9a) = 




y ' '4 + y 2 J4 + y 2 


2) Cas particuliers 

a) M sur le plan mediateur de AB 


= —XB 


E x = 0 

2KX x B 


E v = 


J x l + y 2 


b) Le fil a une longueur infinie : 


— > —00 1 


\E X =Q 

l — y 


2KX 

— > +00 J 


E y = — 



y 


2.3. 1 ) Tout plan contenant Oz est un plan de 

symetrie, done sur l’axe E//Oz. 

Le champ cree par un element de surface dS 
est : 


d 2 L = K 


erds _ 

A Upm 

PM 2 
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dS = dr r dd et PM = 


KrdrdO 0 
d E = r a cos- a 

z z 

Le champ dE z cree par la couronne comprise entre les deux rayons r et r + dr est : 


d E, = 


Krdr 


2l T 

crcos 3 a I dd — K - 


L 


2irr dr 


On a, pour tous les elements de la couronne : 


tan a = - 

z 


da dr 


cos- a z 


2n da 

d£, = K ^r-z(tana)z — ^ — a cos a 
z 2 cos 2 a 

= K2ira sin a da 

Le champ E- cree par le disque de rayon R est done : 

f a o a 

E z = K 2-707 / sin a da = - — (1 — cos ao) 
Jo 


2e 0 


E 2c„ 1 


(z 2 + r 2 ) 2 


i r z 


2) Quand R tend vers l’infmi, alors : 



a 

E — 

-> e 7 

2s 0 


3) D’apres le principe de superposition, le champ E cree par - le plan perce d’un trou est : 
E — E\ + Ei 

oil E i est le champ cree par le plan infini charge 
avec une densite +cr, 


E 2 est le champ cree par le disque charge avec une 
densite —a. 


E = —k + 
2e 0 


2e 0 1 


(z 2 + r 2 ) 1 / 2 ) _ 



E = 


2 e 0 (z 2 + r 2 ) 1 / 2 
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2.4. 1) Cas d’une distribution surfacique hemispherique 


Par symetrie, le champ E\ produit par 1’ he- 
misphere, portant une densite surfacique cr > 0, a 
le sens du vecteur unitaire e x porte par l’axe Ox. 

On pose : OP = R 

PH = RsinO 

La charge elementaire crdS, prise sur la couronne 
de rayon HP, contribue au champ total par : 

txdS 

dEi = K — — cos 0 avec 

R 2 


dE\ = 


2itR 2 


47T£o P 2 


sin 0 cos 0 dd 


ft 


t p \ 

^de | \ 


/ Jl 

l 

x ' 


I ■'* 

1 il 


i;'X ” 



i: | o ' 


\i> 

l 1 

E i 

\.A ,ij 

1 ! 



dS = 27 tR sin OR d 6 


= 2 sin 6 cos 0 dO = — sin 20 d 0 

4eo 4e 0 


E\ = - — f sin20d0— - — [— cos 20] 0 
Jo 


7T/2 


4e 0 


8eo 


E , = 


4e 0 


2) Cas d’une distribution volumique hemispherique 

Pour trouver la correspondance entre les densites de charge surfacique et volumique, 
on ecrit que la charge 2irr 2 (j portee par la distribution surfacique precedente est 
maintenant portee par la demi-coquille de rayon r, d’epaisseur dr, done de volume 
dr = 27ir 2 dr, soit 

2nr 2 (7 i — > 27rr 2 drp 

Champ cree par cette coquille au point O : 


et 


a = p dr 


E i = 


4e 0 

On en deduit pour le champ total : 


i P 
Ei = - — 

4e 0 


f 


tt> pdr ^ 
d^2 = - — e x 

4e 0 


pR 


dr e x = - — e x 
4e 0 


3) Calcul direct 


— > dq _ 

d E — K—uqm 


d E x = 


R dq cos i 


.2 
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dr etant 1’ element de volume autour de M, on a : 
dq = p dr 

avec dr = r sin 8 dtp rd 8 dr 


dq = pr 2 sin 9 dr d 6 dp 
R 


E x 


= Kp f dr f 

Jo Jo 

L 

= KpRir 


sin 8 cos 6 d 9 


f 


2 1 


= KpR2ir / -sin20d0 

lo 2 

1 l 71 " 72 
cos 29 =KpRn 

2 Jo 



Par raison de symetrie, E est dirige suivant Ox. En effet, tout plan contenant Ox est 
plan de symetrie pour la distribution de charge : 


E = -^Re x 
4e 0 

Le champ electrique d’une distribution spherique uniforme (sphere complete) au cen- 
tre O est nul par symetrie, que la distribution soit surfacique ou volumique. 


2 . 5 . A) 1 ) La distribution de charges est equivalente a un dipole : 

- Eg = 0 

- le barycentre des charges positives est en S et celui des charges negatives en Q. . 
2) p = 2q QS 

a 

p = 2q QS = 2 q L cos — 

A.N. :p = 2 x 0,29 • 10~ 19 x 1,432 • 10" 10 x - = 0,415 • 10“ 29 C.m. ; 

2 
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B) 1) Soit E i le champ cree par l’atome de soufre et E 2 , £3 les champs crees par les 
deux atomes d’oxygene. 


Ei = 


2 Kq. 

Im 2 ' 


? Kq „ 

E2 = -oJp“°' u 

0\M = 0 2 M 


s - 


E 2 et E 3 sont done symetriques pai' rapport a £2y. 

2Kq_ 

Em — E\ + ( E 2 + £3) — gjyj 2 Sy 


2 Kq 


Or 


et 


SM 2 = (QM - QS) 2 = QM 2 1 


1 + 


QS \ 


cos u e x 
2 


r 


QM ) 


fiOiV 


QM J 

Le point M etant situe a grande distance dc Q, on peut poser : 


QS 

QM 


— e\ «; 1 

1 


120 i 

QM 


= £2 <sC 1 


SM 2 QM 2 

1 1 


(1 + 2s\) 


0\M 2 QM 2 


cos 9 ~ 1 — — 
2 


? _ 2Kq _ 

Em ~ a W e > 


1 + 2 ei — 1 + 


soit 


P 2Kq 10 , - z , 

£m = HM2 1 2£1 + 2 £2 ' < ’' 


A.AL 


1 V3 

£1 = 772 £2 = 


40 40 

E M = 3,18 • 10 6 (1 +0,056) = 3,35 • 10 6 V • m” 1 

2) Le champ cree par le dipole (—2 q, +2 q) dont les charges sont placees en f2 et en 
S est : 

. 1 1 

E’m = 2 Kq 
2 Kq 


QM 2 


_SM 2 QM 2 _ 

2 Kq 

[1 + 2s 1 - l]e y = -^-^2s\e y 
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E'm = 


AKq 

QM 2 


£1 e y 


A.N. : 


E'm = 3,18- 10 6 Vm-‘ 


3) A la distance QM = 20 L, l’erreur relative effectuee en utilisant 1’ approximation 
dipolaire est : 


A E 
~E 


Em ~ E' m 
Em 


2e\ 

2 x 2 e \ 


0,056 


L’ approximation dipolaire sera meilleure pour une distance QM bien superieure a 20L. 


2 . 6 . 1 ) Le champ electrique E etant uniforme 
et pai'allele a AB, les surfaces equipotentielles 
V — cte sont les plans perpendiculaires a E, 
done a AB (voir paragraphe 3). 

2) —dV = E ■ dl ou 

E — E cos 0u r — E sin Quq 

et di = dr u r + r dO ug 

fV(M) nr 

— d V = I E cos 9 dr 

Jv(O) J 0 



D’oii V(O) - V(M) = +Er cos 9 

V(M) = V(O) - Er cos 

3) a) Le dipole est soumis a un couple de forces de moment : 


T = p A E = qAB A E — 0 (car AB//E) 


Le dipole est done en equilibre ; l’equilibre 
est stable car, lorsqu’on ecarte legerement 
le dipole de sa position d’equilibre, le cou- 
ple de forces ( qE , —qE) tend a l’y rame- 


qE 



ner. 
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fZ| Champ electrostatique dans le vide 


b) Le potentiel resultant en M est : 

Vv/ = Vdipole l^champ E 


Kp cos 9 

Vm = o h Vo - Er cos 


c) Surface equipotentielle : 


Kp cos 


— Er cos 9 = Cte 


Er I = Cte 


Kp 


Pour que la relation ci-dessus soit valable quelle que soit la valeur de 9 , il faut que la 
constante soit nulle, ce qui donne : 

• cos 9 — 0 : le plan mediateur de AB est une equipotentielle de potentiel Vo- 


Kp 


Kp\ 


1/3 


r 6 = : r = I ) ce qui correspond a une sphere de centre O et de rayon r. 


E ) 


A.N. 


9 x 10 9 x 10- 
72 


—9 \ 1/3 


= 0,5 m 


d) Sur la sphere le potentiel V est constant et egal a Vq. 


2.7. A ) Moment dipolaire de la molecule Hi O : 

Pa = 2\e\ 00' = 2\e\ OH cos a ■ u r 
A.N. : cos a = cos 52° = 0,615 

Pa = 2 x 1,6 • 10- 19 x 10" 10 x 0,615 = 19,68 • 10~ 29 C.m 
B) 1) Force exercee par la molecule A sur la 

—2 q +2 q 

O U r 


charge +q placee en M : F = q ■ Ea 
Sur l’axe du dipole, on a : 


Ea = Ea u r = 2 K^-u r 


F = 


2KpAii r 


La charge q etant positive, la force F est repulsive. 



M F 


+ Q 
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2) a) Energie potentielle du dipole place en M : 


E p - -p ■ E - -( pu r ) 



2 Kp A p 

r 3 


b) Force a laquelle est soumis le dipole place en M : 


F — — 


&Ep 

dr 


= -6 K 


PaP- 


(attractive) 


3) a) Energie potentielle du dipole induit. 
Comme p — pE , on a : 


Ep = -pE = -PE 2 = - 


PKH P \ 


m 2 pj 

r 6 


b) Force a laquelle est soumis le dipole induit : 



(attractive) 


4) L’ allure de la courbe de 1’ energie poten- 

1 1 

tielle qui est en — - (2 e question) ou en — - 

(3 e question) rnontre que dans les deux cas la 
position d’equilibre est l’infini ; le dipole 
induit est attire par le premier dipole. 

Pour rendre compte de la stabilite du systeme 
de molecules, il faut introduire, dans 1’ energie 
potentielle, un terme de repulsion a courte dis- 
tance. 
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Theoreme de Gauss 


3.1. FLUX DU CHAMP ELECTRIQUE 

CREE PAR UNE CHARGE PONCTUELLE 

Soit une charge q placee au point O. 

Le champ cree par cette charge en un point M, a une distance OM = r est 
donnee par : 

-* q _ 

E = K-^e r 

T-Z 


Rappelons les proprietes suivantes de ce o 

v 

2 


champ en -Z : 
r 


div E = 0 (voir Exercice 5 chapitre 1 ) 
rot E = 0 car E est un gradient. 

Circulation de E le long d’un contour (C) ferme : 

E ■ dl =0 
(C) 

Pour le calcul du flux de E a travers une surface fermee ( S ) , deux cas peuvent 
se presenter : 

a) q n’est pas englobee par (5) 

Soit d S et dS' deux elements de surface decoupes par 1’ angle solide dC issu 
de O. 


dd> 

dO' 


= E-dS =K%e r -N&S =-KqdQ 


= E'-dS' =K^e r -N'dS' =-KqdQ 


On a : 
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Au total dO^ = dO + dO' = 0 =>• 0 = 0 

D’ailleurs, d’apres le theoreme de la divergence, puisque div E — 0, on peut 
ecrire egalement : 


O 


///• s III 


divE dr = 0 


en remarquant que E est toujours defini dans le volume (r). 
b) q est englobee par (5) 

Dans ce cas, 

' e r 


div E = Kq div ( — 


n’est pas defini en O. 



Le theoreme de la divergence n’est done pas applicable (voir Exercice 9 cha- 


pitre 1). 





On a : 

d$ 

= E -dS 

Kq _ - 

= -%-e r ■ N dS 

r z 

= Kq d£2 


dO' 

= E' ■ dS' 

= ^r-N’iS’ 

= Kq d£2 

Au total ( cf chapitre 1 

exemple 4) 

O = JJ Kq dfi = 

= 4nKq 

soit : 



q 

O = — puisque 
£0 

1 

K = 

47T£Q 
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3.2. THEOREME DE GAUSS 


On considere plusieurs charges < 7 ;, les unes a 
l’interieur du volume r, les autres a l’exterieur. 

qi 

Si qi est a l’interieur : <3>, = — 

£0 

Si qi est a l’exterieur : <!>/ = 0 



Par consequent, le flux du champ resultant a travers (S) n’est du qu’aux seu- 
les charges interieures a S : 


$ 




(charges interieures uniquement) 


(3.1) 


Interet du theoreme de Gauss 

Par rapport au calcul direct du champ E, le theoreme peut presenter des avan- 
tages si des considerations de symetrie s’averent favorables : par exemple : 
E _L N (E ■ N = 0) en tout point de la surface ou encore norme de E cons- 
tante. 


3.3. LOI LOCALE ET LOI INTEGRALE 

Soit une surface (S) fermee, contenant une charge Q repartie uniformement 
dans le volume r qu’elle entoure, la densite volumique etant p. 

On a alors : 

$=/'/' E dS = —fff pdr=— (3.2) 

JJ(S) £0 £0 

Cette ecriture constitue la forme integrale du theoreme de Gauss. 

Le theoreme de la divergence permet d’ecrire par ailleurs : 


O = 


fls irs 



div E dr 
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De ces relations, on deduit la forme locale suivante pour le theoreme de Gauss : 


div E — 


P_ 

£0 


(3.3) 


Cette deuxieme loi locale de l’electrostatique (comme la premiere 

E — —grad V ou rot £ = 0) presente un caractere general, elle ne fait 
intervenir que le point considere independamment de toute symetrie globale. 


3.4. CONSERVATION DU FLUX 

LE LONG D'UN TUBE DE CHAMP 


Un tube de champ est constitue par tou- 
tes les lignes de champ qui s’appuient sur 
un contour ferme : contour (Cj) sur la 
figure, qui devient (C 2 ) un peu plus loin, 
dans le sens du champ. 



Si le tube compris entre (Q) et (C 2 ) ne contient aucune charge, on a : p — 0. 


Comme aucun flux ne sort de la paroi laterale du tube, on a : 


4* tube = 4>i (sortant) + <t > 2 (sortant) 

0 


Ilf, 


Air: 


(r) £ 0 


D’apres l’orientation des vecteurs et Nj, on voit que d>i (sortant) est nega- 
tif, alors que d>2 (sortant) est positif. 

Si on choisit d’orienter les deux normales dans le sens de E, on peut definir 
des flux ihj et ^2 de meme signe, tels que ilq = — et ^2 = d>2- O n P eut 
alors ecrire : 

q/i = vp 2 

qui exprime a l’echelle globale que le flux est conservatif a travers les diffe- 
rentes sections du tube. 

A l’echelle locale, en l’absence de charge, la conservation du flux de E s’ex- 
prime simplement par : 


div E = 0 
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3.5. EQUATIONS DE POISSON ET DE LAPLACE 


En presence d’une densite volumique de charge, on peut ecrire les deux lois 
locales : 


E 

div E 


—grad V ^ 

p =>- div (—grad V) 

£0 


P_ 

£0 


Or 


div (grad) = V • V 


A . On en deduit : 


AV + — = 0 

£0 


(equation de Poisson) 


et dans le vide : 


AV = 0 


(equation de Laplace) 


(3.4) 


(3.5) 


3.6. CONDITIONS DE PASSAGE A L'INTERFACE 

ENTRE DEUX DISTRIBUTIONS DE CHARGES DIFFERENTES 

Soit deux points M\ et Mj infiniment voisins du 
point M pris sur l’interface separant les deux distri- 
butions. 

En ces points, on a respectivement : 

E\ = E\ r T + E\ N N\2 

E2 — E2T T + E2N N 12 

oil T est le vecteur unitaire porte par la tangente en M a l’interface, et N\ 2 est 
le vecteur unitaire normal a l’interface, oriente du milieu (1) vers le milieu (2). 
On veut exprimer que la circulation de E le long du contour ferme elemen- 
taire (C) represente sur la figure est nulle. En supposant que la contribution 
des cotes AD et BC est negligeable devant celle des cotes AB et DC, on peut 
ecrire : 

<b E • dl =0 = E\t AB - E 2T CD avec AB = CD 

ho 
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on en deduit : 


E\t — E 2 T 


(3.6) 


La composante tangentielle de E se conserve, malgre la discontinuite de p 
sur 1’ interface. 


i 


Supposons maintenant que 1’ interface porte une 
charge surfacique a. 

On considere le parallelepipede elementaire 
represente sur la figure, et on cherche a determi- 
ner le flux de E sortant de ce parallelepipede. 

La contribution des densites volumiques p\ et p 2 
a ce flux etant un infiniment petit du 3 e ordre 
comparee a la contribution de la densite surfa- 
cique a qui est du 2 e ordre, on peut ignorer les 
charges volumiques et ecrire : 



<D 


-l 


E -dS = E 2N S - E iN S 


( S totale) 


Le theoreme de Gauss s’ exprime par : 


O = 


aS 

£ 0 


on en deduit : 


e 2 n ~ e in = —Nn 


(3.7) 


La composante normale de E subit une discontinuite proportionnelle a la 
densite surfacique a. Elle ne se conserve que si 1’ interface ne porte pas de * 
charges. 

Le calcul du champ E au voisinage d’un plan infini charge, effectue dans 

l’exemple 3 du chapitre 2 , a montre que ce champ est donne par 

-* a -» 

E = ± N\ 2 de part et d’autre du plan. 

2e 0 

a 

On retrouve bien la discontinuite egale a — en traversant le plan charge. 

£0 
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3.7. EXEMPLES D'APPLICATION 


Exemple 1. Champ cree par unfil rectiligne infini charge d’une densite 
lineique 

La distribution de charge est invariante par 
rotation autour du fil et par translation paral- 
lel au fil : le potentiel et le champ ne peuvent 
done dependre des coordonnees cylindriques /, 
ip et z: 

— > dV ^ 

V = V (r) et E — — grad V — e r 

dr 

Le champ electrique est done radial. 

Pour calculer le champ en M, on peut alors choisir comme surface fermee 
d’ integration (5) un cylindre de revolution autour du fil, de rayon r et de 
hauteur h (surface de Gauss). 

Le flux sortant par les bases de (5) etant nul, on a : 





E ■ dS 


(S) 


ff eas = e(( 

J J (S lat.) JJ(S 


EdS = E d5 = InrhE 

1 (S lat.) JJ(S lat. 


j, h int _ ^h 


£0 £ 0 

Le theoreme de Gauss s’ecrit done : 

^ A h - X _ 

2nrhE = — E — e r 

£0 27T£ 0 r 

Le potentiel en M se deduit de E par 

E — —grad V =>• dV = -E dr 


D’ou 


y 


/ 


E dr 


2tT£ 0 


In + cte 


Les lignes de champ sont des droites radiales, et les surfaces equipotentiel- 
les des cylindres coaxiaux, de revolution autour du fil. 

Notez qu’il n’est pas possible ici de choisir la constante de sorte que le 
potentiel soit nul a 1’ infini : ceci est du a la presence de charges a 1’ infini. 
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Exempt e 2. Champ cree par une sphere chargee d’une densite volu- 
mique p uniforme 


Ce probleme a deja ete resolu par un calcul direct dans l’exemple 4 du cha- 
pitre 2 . Le calcul etait limite a un point M a l’exterieur de la sphere. II s’a- 
git ici de l’etendre a tout point de l’espace. 


Par suite de la symetrie spherique, on peut considerer que V = V (r) et par 


consequent que E = —grad V — — (dV/d r)e r est radial d’une part, et ne 
depend que de r d’ autre part. 

1) Champ a l’exterieur : OM ^ R. 

Soit (Si) la surface de Gauss passant par le 
point M exterieur (sphere de rayon r). 

On a : 


£ext dS — E sx t 


, dint 


dS = 47rr 2 £’ext 


£ 0 


(Si) 

4 R 3 

P 

3 £q 



Le theoreme de Gauss donne done 

-2 ; 


. 4 R 3 

47rr-£ e xt = — p 

3 £ 0 


Lcxt — P 


3e 0 r 


-> _ kq_ 

; e r — X~ e r 


expression deja trouvee par le calcul direct. 

2) Champ a l’interieur : O P < R. 

Soit (Sf) la surface de Gauss passant par le point P interieur (sphere de 
rayon r). 

On a encore : (H E\ ni ■ dS = 47rr 2 £’i nt 

JJ(S 2 ) 
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D’oii la variation de E en fonction de r representee sur la figure. 

3) Calcul du potentiel 

Le champ E etant radial, dV = — E ■ dr — —E dr. A l’exterieur, on a : 


Vext 


/ 


Eext dr 


pR 3 

3e 0 


f dr 

J ^ 


pR i 
3eo r 


+ C\ 



La continuite de V a la surface de la sphere donne : 


pR 3 
3 eq R 


pR 2 

6e 0 


+ C 2 


C 2 = 


pR 2 
2 £q 


Finalement : 


2s o 


r 


2 


3 R 2 


Exemple 3. Application de V equation de Poisson 

Retrouver l’expression du potentiel V (r) cree par une sphere chargee d’une 
densite volumique p en integrant 1’ equation de Poisson. 

L’ equation locale de Poisson s’ecrit : 


AV = - 


P 


£0 


Par suite de la symetrie spherique, on a : 


AF 


2 3V 3 2 V 

r dr dr 2 


1 3 2 (r V) 


r dr 2 
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Par suite de 1’ absence de charge pour r > R, on a : 

1 d 2 (rV ) 

r^R : ^ = 0 

r dr 2 

1 d 2 (rV) p 

r < R : = 

r 3 r z £n 


La l re equation donne : 


rV = Ar + B 


B 

V = A + - 
r 


V (r) etant nul a l’infini 


A = 0 =>■ V = - 


La 2 e equation s’ecrit : 


d 2 (rV) r 

dr 2 ^ £q 


d(rV) _ _pr ■“ 
dr 2 eq 


pr J 

-— + Cr + D 


pr z D 

-- + C + - 


V (r) etant fini en r = 0 D = 0 

II reste done a determiner les deux constantes B et C. 


Continuity de V en r = R : 


Continuity de E = en r = R 


On en deduit : 


B _ pR 2 
R 6eo 
B _ pR 
R 2 ~ 3e 0 
pR 2 


D’ou finalement 


pour r ^ R : V e xt = 


pourr ^ R : V n 


2sq 3 R 2 


Ce sont les memes expressions que celles obtenues en appliquant le theo- 
reme de Gauss. 



66 


[31 Theoreme de Gauss 


On pourrait de meme retrouver les expressions du champ E ( r ) a partir de la 
loi de Gauss locale : 

I div E = — a l'interieur 
£0 

div E — 0 a l'exterieur 

en prenant, par suite de la symetrie spherique (cf. 1 .6.3) 

1 d 9 

div E = — — (r~E r ) 
r z dr 


3.8. RECAPITULATION 

Les exemples d’application presentes jusqu’ici montrent que la determination 
du champ E cree par des charges dans le vide peut se faire en suivant trois 
methodes differentes : 

1) par un calcul direct, en partant de l’expression du champ cree par une 
charge ponctuelle ou par un element differentiel de charge, et en la sommant 
ensuite sur la distribution de charge, 

2) en appliquant le theoreme de Gauss, si la symetrie de la distribution de 
charge est elevee (spherique, cylindrique, plane), 

3) en appliquant les equations locales, en tenant compte des conditions aux 
limites. 


On peut resumer les lois locales dans le vide de la maniere suivante : 


Relation entre champ et potentiel : 

E = —grad V 


Le champ E est irrotationnel : 

rot E — 0 


Theoreme de Gauss : 

div E = — 
£0 


Equation de Poisson 
Equation de Laplace 

AV + — = 0 
£0 


(en 1’ absence de charges) : 

AV = 0 


Conditions de passage entre 


[ El T 

= E 2T 

deux distributions : 


1 

| E 2 N ~ E 1N 

a -* 

= -N u 
£0 
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Exercices 


3 . 1 . Parmi les distributions de charges suivantes, quelles sont celles pour lesquelles 
on peut appliquer le theoreme de Gauss pour le calcul du champ electrique ? 
Exprimer alors ce champ en precisant sa direction et son sens : 

1) fil de longueur l de densite lineique de charge A. 

2) fil infini de densite lineique de charge A. 

3 ) circonference de densite lineique de charge A . 

4) disque de densite surfacique de charge a. 

5) plan infini (tt) de densite surfacique de charge a. 

6) sphere de rayon R chargee uniformement : 

a) en surface avec une densite surfacique a ; 

b) en volume avec une densite volumique p. 

Dans le cas de la sphere, donner 1’ allure des courbes E (r) et V ( r ) . 


3 . 2 . 1) On creuse dans une sphere de centre 0\ et 
de rayon R une cavite spherique de meme centre 
R 

O i et de rayon — . II n’y a pas de charge dans la 

cavite. Dans le volume spherique restant, la den- 
site volumique de charges est p Q = cte > 0. 

En utilisant le principe de superposition, determi- 
ner l’expression du champ electrique E(r) et le 
potentiel V (r) qui en resulte (en prenant 
V (oc) = 0) dans les trois cas suivants : 



R 

a > r < 4 

R 

— < r < R 

c) r > R 

Donner Failure des courbes E(r) et V (r). 

R 

2) La cavite est centree en O 2 tel que 0\ O 2 = —■ 
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Exprimer : 

a) le champ en un point M interieur a la cavite en fonction de r\ = 0\M et 
?2 = OiM . Que peut-on en conclure ? 

b) Le champ en un point N exterieur a la sphere de rayon R en fonction de r\ = 0\N 
et ro = 0 2 N . 


3.3. Une sphere de centre O et de rayon R porte une charge +3 q (q > 0) repartie 
uniformement dans son volume avec une densite uniforme p. A 1’ interieur de la 
sphere se trouvent trois charges ponctuelles, chacune egale a —q, placees aux som- 
mets A, B et C d’un triangle equilateral ayant O comme centre de gravite. 


1 ) Determiner le champ electrique E i cree en A par 
les deux charges B et C, en fonction de r = OA. 

2) En utilisant le theoreme de Gauss, determiner le 
champ electrique Ei cree en A par la distribution 
volumique de charges. 

3) En deduire l’expression de r pour que la charge 
placee en A soit en equilibre. 



4) Determiner le potentiel electrostatique V\ cree en A par les charges ponctuelles —q 
placees en B et C. Calculer le potentiel Vo cree par la distribution volumique de 
charges sachant que V 2 (0) = 0 . En deduire le potentiel total Va au point A . 


3.4. On considere une certaine distribution de charges positives et negatives a syme- 
trie spherique de centre O, telle que le potentiel electrique V ( M ) qu’elle cree en un 
point M distant de r du point O soit de la forme (potentiel dit ecrante) : 

A 

V (M) = exp(— r/a) 

Atteq r 

oil A et a sont des constantes positives. 

1 ) Quelles sont les dimensions de A et de a ? 

2) Calculer le champ E(M) correspondant, en tout point de l’espace (excepte O). 
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3) A partir de 1’ expression de ce champ sur une sphere de centre O et de rayon r, 
determiner la charge interne Q{r) contenue dans cette sphere. En deduire la charge 
totale de la distribution. 

4) Calculer la densite volumique de charge p, a la distance r, en precisant son signe. 

5) Montrer qu'au point O, il existe une charge positive finie, dont on precisera la 
valeur en fonction des donnees. Quelle est alors l’expression du champ au voisinage 
de O ? 

6) Comment peut-on finalement decrire la distribution de charge proposee ? 


3 . 5 . Exprimer le champ electrique cree en tout point de 
l’espace par une distribution volumique de charge 
p(> 0) repartie uniformement entre deux cylindres 
coaxiaux de longueur infinie de rayons respectifs R\ et 
R 2 (R\ < R 2 ), 

1) en utilisant le theoreme de Gauss, 

2) a partir de 1’ equation locale : 

div E = — 

eo 



3 . 6 . Une sphere de centre O et de rayon R contient une charge Q repartie uniforme- 

3(2 

ment avec une densite volumique p = 

1 ) Exprimer le potentiel en tout point de l’espace en utilisant les equations locales de 
Laplace et de Poisson. 

2) En deduire le champ electrique E(r). 

3) Retrouver 1’ expression de E(r) en appliquant le theoreme de Gauss. 


CORRIGES 

3 . 1 . 1 ) Fil de longueur finie : non, on ne peut appliquer le theoreme de Gauss. 

2) Fil de longueur infinie : oui. Dans ce cas, la surface de Gauss est un cylindre ayant 
pour axe le fil. Soit li et r respectivement la hauteur et le rayon de ce cylindre, r etant 
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la distance du fil au point M ou l’on calcule le 
champ electrique. Pour des raisons de syme- 
trie, ce champ est radial. On a : 

„ , A/i 

2nrhE — — 

£0 


soit 


E = 


A 


2iT£Qr 



A > 0 
A < 0 


E est dans le sens de u r 
E est oppose a u r 


E = 


2iT£or 


3) Circonference : non. 

4) Disque : non. 

5 ) Plan infini. On peut appliquer le theoreme de Gauss : la distribution est invariante 
par translation quelconque parallele au plan et V ne depend done que de la distance 
z au plan. 

— > dP_ 

Par consequent, le champ E = —grad V = e- est perpendiculaire au plan (7r). 

dz 

Tant que le calcul est fait en un point M tel 
que (7r) puisse etre considere comme infini, E 
est uniforme de part de d’ autre de n, seul son 
sens change. En effet, si l’on prend pour sur- 
face de Gauss un cylindre de hauteur h et de 
surface de base S, symetrique par rapport a 
(7r), (voir figure ci-contre), on a : 


d’oii : E = - — 

2eo 

Le sens de E indique sur la figure correspond 
a a > 0. Les sens de E\ et E-± changent si a < 0. 

6) Dan le cas de la sphere creuse ou pleine, on peut appliquer le theoreme de Gauss. 
Dans les deux cas le champ radial ; centrifuge si a (ou p) > 0, centripete si c 
(ou p) < 0 

Dans les deux cas, la surface de Gauss est une sphere de rayon r = OM. On a : 

E • N dS = ^!, N = e r 
£0 



E ■ N dS = 


so 


2ES = — 

£0 
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En utilisant la relation E = e r , on trouve : 

dr 

a R 2 

Vext = \~ C i 

£o r 


Eext(oo) = 0 =* Cl = 0 =* 
Vint = C 2 

La continuite de V(r) sur la surface implique que 


a R 2 

Vext = 

So r 


Vint =-R 

£o 


Allure des courbes V (r) et E(r) : 



On note une discontinuite de E, d’une valeur — , a la traversee de la surface de la 


sphere. 

b) Sphere chargee en volume (on suppose p > 0) 
4 r 

^*7int — — ttR p V E ex t 


P R 3 -, 
3 so r 2 £r 


si r > R : 
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si r < R 
D’ou : 


£<?int = 2 nR3f} 


E\n{ — 

3£0 


Vext(00) = 0 


et 


p R 2 

Vext = / + C X 

3e 0 r 

=>• Ci = 0 


p r 

V mt =-^- + C 2 
3e 0 2 


p R 2 

V ext =f 

3e 0 r 


La continuite de V (r) a la traversee de la surface s’ecrit : 

--^R 2 + C 2 = ^R 2 
6e 0 3e 0 


+ C 2 = 


3 P R 2 
6e 0 


d’ou : 


Vint = t^(3 R 2 - r 2 ) 
6e 0 


Allure des courbes V (r) et E(r) : 



On peut noter que, dans ce cas, le champ est continu a la traversee de la surface de la 
sphere. 

On remarque que, aussi bien dans le cas de la sphere chargee en surface que dans le 
cas de la sphere chargee en volume, le calcul de E ext revient a considerer la charge 
totale Q portee par la sphere comrne placee au centre O de cette sphere. 
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Cas a) 


Cas b) 


E 


ext — 


a R 2 
£q r 1 


E 


ext — 


Q — 4ttR 2 (t 

l Q 

47T£o t' 2 


Eex t — 


p R 3 
3 £0 r 2 



= 1 Q 

4it£o r 2 


3.2. Principe de superposition : En tout point M, le champ est la somme des 
champs crees l’un par la sphere (0\,R) portant la charge volumique p 0 , P autre par 
/ R\ 

la sphere I Oj,— 1 portant la charge volumique — p 0 . En utilisant les resultats du 


0\M 

cours et en posant e r = on obtient : 

II 0\M\\ 


r 

Ex 

e 2 

E = E\ 4" E 2 

R 

r < — 

4 

Pot 

■2 er 
3e 0 

Pot ‘ - 

l£0 £r 

0 

R 

— < r < R 

4 

Po r ~ 

2 er 
3e 0 

Po ( R \ 3 -, 

3eo t' 2 \ 4 / ' 

A, / V 

3e 0 V 64r 2 ) &r 

r ^ R 

PoR 3 

/ D \ 3 

Po / * \ - 

21 p Q R 3 

3&o r 2 - 6 * 

3eo?‘ 2 \ 4 / ' 

64 t' 2 


On obtient alors V ( r ) en utilisant la relation : 

V(r) = - / E(r) dr 

21 P()R 3 

v ( r ) = h C l 

64 £o r 

V (oo) = 0 => Ci = 0 

“ 2 PoR 3 


- Pour r > R : 


Pour — < r ■ < R 
4 


V(r) = - 


Pot 

6^0 192eor 


+ C 2 
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La continuite de V (r) en r = R s’ecrit : 

21 p 0 R 2 33 p {) R 2 


64 eq 


C 2 = 


192 e 0 

PoR 2 


+ C 2 


2eo 


d’ou 


V(r) = - 


p 0 R 2 


2eq \3 \R/ 




1 (R 


- - - -1 


96 


- Pour r < — : 

4 

La continuite de V (r) en r = 


R 

4 


V(r) = C 3 



2) En appliquant toujours le principe de 
superposition : 

E(M) = E\(M) + E 2 (M) 

a) E l (M) = -^-ChM 

3e 0 

et E 2 (M) = - — OiM 

3eo 

D’ou : E(M) = — {ChM - ChM) 

3 e 0 

soil : E(M) = (0T0 2 ) 

3e 0 

Le champ electrique est uniforme. 
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b) En utilisant les resultats de la premiere question (cas c)) 


Po 


3e 0 \r i 


Po 


E\(N) = 4— I — ) 0 { N et E 2 (N) = -^~ — 0 2 N 


R Y 


3e 0 \ 4? ‘2/ 


d’ou 


E(N) = 


p 0 R 3 / 0\N 0 2 N 

3eo 1 r 


64 r\ 


3.3. 1) Soit Eb et Eq les champs electriques crees en A par les charges placees 
respectivement en fi et C. 

On a successivement : 

p Kq , 

t^B — —p~ U AB 
P 

= ~pP l{ AC 

2Kq 

Ei = E B + E c = — cos cm' 

en designant par i le vecteur unitaire porte par 
OA. 

OA = OB = OC = r 
AB — BC = CA = l 



\/3 r 

Comme cos a = et / = rv3 


E] — — 


Kq 

r2 \/3 


2) La distribution volumique creee en n’importe quel point un champ electrique 
radial. L’ application du theoreme de Gauss a la sphere de centre O, de rayon r pas- 
sant par A donne : 

- 4 , p 

4tt r~E~> = -irr 3 — 

3 £o 
P r 

E 2 = avec r < R 

3£0 

La sphere contient la charge totale +3 q (sans les trois charges ponctuelles —q) done : 


4 

3 


irR 3 p = 3 q 


E 2 = 3 Kq 


R 3 


. 9q 
^ 4i tR 3 

avec r < R 
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Le champ E 2 est radial centrifuge : 


Ei — 'ikq — A avec r < R 

R i 

3) Le champ total en A est : 

£! _ 2 , 2 _ ( Kc i , 3 Kqr\-> 

Pour que la charge placee en A soit en equilibre, il faut que : 


F a = —qE A =0 =► E a = 0 
3r 3 V3 = R 3 => r = 4= 


On obtient : 


Vi = - 


2Kq 2 Kq 


[ 3Kqr 2 

Edr = -^k +c 


v 2 (0) = 0 


Va = Pi + V, = - 


2 Kq 3Kqr 2 

7?5 ~~ 2 Ri 


3 . 4 . V(M) = exp(— r/a) 

4tt£q r 

1) A a les dimensions d’une charge et a d’une longueur 


e (M) = -grad V = ~—e r 
dr 


d f KA 

E(M) = exp (—r/a) 

dr |_ r 

= Ka \ (l + -) exp (—r/a) 
r- \ a/ 


3 ) Theoreme de Gauss, applique a une sphere de centre O et de rayon r : 


E ■ NdS = E 4vrr J 


sphere 
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On en deduit : 


Q — 4neor 2 E 


= A 



exp(— r/a) > 0 


La charge totale de la distribution correspond a la valeur de Q lorsque r — > oo . On 
trouve : 


Q totale — 0 


4) Densite volumique de charge a la distance r. On peut ecrire : 
p(r)4irr 2 dr = dQ 

= A exp (—r/a) 
r 

= —A — exp (-r/a) 
a - 

A 1 

p{r) = — — ? - exp (-r/a) < 0 
47 ra z r 


~(i + -) + - 


5) On a : 
Lorsque 


Q = A 1 + - exp 

a \ a 


A > 0 


Au voisinage de 0, le champ E devient : 


KA 


E(M) = — 
r- 

Tout se passe comrne si on avait une charge ponctuelle Qo = A > 0 placee au 
point O. 

6) La distribution de charge proposee est equivalente a : 

- une charge ponctuelle Qo = A positive placee en O ; 

- une charge negative —A repartie dans tout l’espace avec la densite volumique : 


p(r) = 


A 1 
47t<7 2 r 


exp (—r/a) 


- la distribution dans son ensemble est neutre. 
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3.5. Pour des raisons de symetrie (voir exem- 
ple 1), le champ electrique E est radial. La 
charge volumique p etant positive, ce champ 
sera centrifuge. 

1 ) Application du theoreme de Gauss : 



La symetrie cylindrique de la distribution 
impose de prendre pour surface de Gauss un 
cylindre de rayon r et de hauteur /? . On a : 

a) r < R i : 



Spirit — 0 

b) R\ < r < /?2 : 


c) r > R 2 : 
Cette fois, on a : 


E = 0 


2'KrhE — 7r(r 2 — R})h — 
£0 



2'KrhE — k{R% — R^)h— 
£0 



2) Utilisation de l’equation locale : 


div E = — 

£0 


En coordonnees cylindriques, pour un champ electrique radial, on a : 


a) r < R\ (pas de charges) : 


1 d 

div E — 

r dr 


(rE r ) 


div E = 0 r E, = A(cte) 


E r (r = 0) = 0 


A — 0 


E = 0 
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b) R\ < r < R 2 : 


Id p d pr 

- — (r£ r ) = ^=»— (r£ r ) = iL 
r d r eq d r £q 


pr 

r E r = ^— + B 


pr B 
E r = + - 


2eo 2 eq 

La continuite du champ en r = R\ implique que : 


pR\ B 
— + — = 0 
2eo Ry 


E = 


2eq 

c) r > R 2 : 

On a de nouveau 

div E = 0 

Ecrivons la continuite de E en r = R 2 : 

pRi _ pR\ _ C_ 

2eq 2e 0 R 2 R 2 
P 


B = — 


pR\ 
2 e 0 


rE r = C 




E = — - Kflr, 
2 e 0 r - 


3.6. La distribution etant de symetrie spherique, le potentiel V et le champ electrique 
E ne dependront que de r. 


1 d 


,dV 


AV = ^-{ r ^ 
1 ) Calcul du potentiel V (r ) : 
a) pour r < R : p = Cte. 

L’ equation de Poisson s’ecrit : 



1 d 
dr ' ' 


,dV 

dr 


= .i^ r 2^ = .eP +A 

£0 dr 3eo 


dV pr A 

dr 3eo r 2 
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En r — 0, par symetrie : 



Done A = 0 . Par suite : 


V(0 <r < R) = -- — + B 
6e 0 

oil la constante B sera determinee ulterieurement. 

b) pour r > R on a p = 0 et 1’ equation de Laplace s’ecrit : 


11 ( r 2^\ 

r 2 dr \ dr / 


= 0 


D’oii l’on tire successivement : 


Par suite : 




+ D 


V (oo) = 0 => D = 0 


V(r > R) = - 


C 

r 


Determination cles constantes B et C : 


Le potentiel et le champ electriques sont continus pour r = R. On a done d’une part 

pR 2 C 

+ B = (1) 

6eo R 


et d’ autre part : 


pR _ C 

3so~ R 2 


L’ equation (2) donne : 
L’ equation (1) donne : 



pR 2 pR 2 pR 2 

3cq 6eo 2c 0 


Finalement puisque 


P = 


3 Q 

AttR 2 


on obtient : 


( 2 ) 
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1 pour r < R : 


KQ ( r 2 

V(r) = — 3 T 

2 R \ R 2 


1 pour r ^ R 


V(r) = 


Dans ce dernier cas, tout se passe comme si toute la chai'gc Q etait placee au point O. 
2) Le champ electrique E(r) est donnee par : 


On obtient : 


1 pour r < R 


• pour r ^ R : 


E(r ) - —grad V — e r 

dr 


KQr _ 
E (r) = ~^e r 

KQ_ 
E(r) = -4- e r 


3) En appliquant le theoreme de Gauss : 


EdS = 


oil la surface de Gauss S est la sphere ( 0,r ) sur laquelle se trouve le point oil l’on 
calcule le champ E(r ). 
a ) pour r < R : 


b) pour r > R : 


2int = g7rr 3 po 


Gint = Q 


f; P(f KQr _ 

E = ir 0 e ' = -v er 


= KQ_ 

E = —r^r 


On retrouve bien les memes resultats. 
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Conducteurs en equilibre 


4.1. LOI DE CONSERVATION DE LA CHARGE 

Les conducteurs sont des milieux dans lesquels existent des charges libres 
(positives ou negatives) pouvant etre mises en mouvement sous 1’ action d’un 
champ electrique. 

Parmi les conducteurs, on peut citer les metaux, les semiconducteurs, les 
electrolytes ou encore les gaz ionises. 

A l’interieur d’un systeme isole constitue par plusieurs conducteurs, des 
deplacements de charges peuvent s’operer : 

- par frottement de corps non charges prealablement, 

- par contact de deux corps, si l’un des deux corps ou les deux sont charges 
initialement, 

- par P influence de corps charges sur un corps isole place en leur voisinage. 

Enonce de la loi 

Dans un systeme isole , la charge electrique se conserve : 

Hq = 0 

Par exemple, un atome non ionise se comporte comme une particule electri- 
quement neutre. 


4.2. CORPS CONDUCTEURS ET CORPS ISOLANTS 

Un corps quelconque, isole, contient un certain nombre de porteurs de char- 
ges : ce sont les protons lies aux noyaux des atomes et les electrons qui gra- 
vitent autour des noyaux. 
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Lorsque certains electrons sont « libres », c’est-a-dire tres faiblement lies a 
leurs atomes d’origine, ils constituent un « gaz d’ electrons » susceptible de se 
deplacer sous l’action d’un champ electrique E et d’acquerir une vitesse 
moyenne : 

(v) = 

ou n est la mobilite des porteurs libres. Ainsi, dans les metaux, on admet 
qu’en moyenne un electron se trouve libere pour chaque atome, le nombre 
d’atomes par cm 3 etant de l’ordre de 10 23 . 

Les isolants ou dielectriques peuvent etre definis grossierement comme des 
corps ne possedant pratiquement pas de charges libres. II en resulte une 
conductivity tres faible, ce qui correspond a une resistance tres elevee (voir 
chapitre 6). 


4.3 EQUILIBRE ELECTROSTATIQUE : 
THEOREME DE COULOMB 


On definit la condition d’equilibre d’un conducteur comme impliquant l’im- 
mobilite des charges contenues a 1’ interieur de ce conducteur. 

Cela a pour consequence qu’en tout point interieur au corps, le champ E mt est 

nul (de sorte que E[ nt = qE{ nl =0). 

L’ equation locale : div L nit = 

£ 0 


entraine que l’equilibre s’ exprime finalement par : 

^int = 0 Pint = ^ 


(4.1) 


II ne peut y avoir de charges libres a l’interieur d’un conducteur en equili- , 
bre et le champ electrique a V interieur y est toujours nul. * 

Deux cas peuvent se presenter suivant que le corps est neutre ou charge. 


■ Corps conducteur neutre 

- On a : 

p int = 0 (en volume) cr = 0 (en surface) 


Vint = cte = Vq 
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- Le volume occupe par la matiere conductrice est 
un volume equipotentiel, et la surface qui le limite 
est au meme potentiel. 

- grad Vi nt = 0 => AL int = 0 

L’ equation de Laplace, valable dans l’espace vide ou 
p — 0, est done applicable aux conducteurs en equi- 
libre. 

- A l’exterieur du corps, le theoreme de Gauss 
entrame que E ex t = 0 . 

■ Corps conducteur charge 

La condition d’equilibre des porteurs de charge entrame toujours : 

E- mt — 0 d’ou pi = £q div E =0 d’une part et Vi nt = cte = Vq d’autre part. 

La charge ne peut se repartir que sur la surface, celle-ci est une surface equi- 
potentielle. 

Les conditions de passage du champ E a 
travers la surface donnent : 

a ) Et ext — Ej int = 0 

E 

Par consequent, au voisinage de la sur- 
face, E ne peut etre que normal a la sur- 
face. 

b) (Lext - Lint) • N = ~ 

£ 0 

ou N est le vecteur unitaire de la normale sortante. 

Comme E m — 0, on a : 




^ext — — N 
£0 


(4.2) 


Si a > 0, le champ est dirige vers l’exterieur, 
si a < 0, il est dirige vers l’interieur. 

Cette relation, qui traduit que les lignes de champ sont normales a la surface 
du conducteur, constitue le theoreme de Coulomb. 
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■ Consequences 

- Dans le cas d’un conducteur spherique charge, le champ sur la surface a 
pour expression : 

E = -9_e 
4ireR 2 r 

comme si la charge Q etait placee au centre de la sphere. 

Q 

- Comme a = - 2 , on en deduit que, pour une charge Q donnee, la den- 

site surfacique a est d’autant plus elevee que le rayon de courbure est petit 
(pouvoir des pointes : sur une pointe, a et par consequent le champ E peuvent 
atteindre des valeurs tres elevees). 

Exemple d’ application : parafoudre a eclateurs oil le champ tres intense sur 
les pointes peut ioniser les molecules de l’air environnant, contribuant a l’e- 
coulement des charges accumulees. 

- Un conducteur place dans un champ 
uniforme E aura tendance a perturber les 
lignes de champ de E de maniere que cel- 
les-ci soient normales a sa surface. 

Sur cette surface, il y aura apparition de 
a < 0 aux points oil aboutissent les lignes 
de champ, et de a' > 0 aux points d’oii 
elles repartent. 

- Dans le cas d’un conducteur presentant 
une cavite, que le corps soit charge ou non, 
que le champ exterieur soit nul ou non, la 
surface du conducteur (exteme ou interne) 
est une equipotentielle V — Vq. 

On en deduit que les points M et N pris sur 
la surface interne sont au meme potentiel : 

Lv/ — Vf\f — — / ^ ^cavite ' df = 0 >• ^cavite = 0 

JMN 

Le champ est nul dans la cavite, comme il Test dans la partie massive du 
conducteur, et cela, quelles que soient les conditions exterieures au conduc- S 
teur. Ce dernier constitue un ecran electrostatique : tout champ exterieur ne 
peut etre decele dans la cavite. On peut montrer que, inversement, tout 
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champ applique dans la cavite, ne sera pas decele a F exterieur du conduc- 
teur. 

Application : Cage de Faraday : cage metallique permettant d’effectuer des 
mesures, en etant a l’abri des champs exterieurs, ou inversement, sans pertur- 
ber les experiences exterieures. 


4.4. PRESSION ELECTROSTATIQUE 


Soit dS un element de surface sur un conducteur 
charge d’une densite surfacique a. 

Le theoreme de Gauss applique au cylindre elemen- 
taire indique sur la figure donne : 

crdS 

E\ dS + Ei dS = 

£0 


Le champ exterieur cree par V element d5 seul est 
done : 


Ei 


<7 

2e 0 


N 



Or le champ exterieur au voisinage de dS pris sur le conducteur charge est 

selon (4.2) E = — N 
£0 

On en deduit que le champ cree par le reste du conducteur (conducteur prive 
de dS) est : 

E 2 = E-E! = ^N 
2eq 


L’ element a dS « ne voyant pas » son propre champ, ne subit que Faction du 
champ E 2 . II en resulte une force : 

— » -> a 2 

dF = a dS E 2 = - — dS N 
2 £o 

On peut ainsi definir une pression electrostatique s’exer 5 ant en tout point de 
la surface du conducteur charge : 

_ dF _ a 2 
P ~ dS ~ 2 eq 


(4.3) 
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ou encore 



( 4 . 4 ) 


ou E est la norme du champ a la surface du conducteur. 


dF est toujours normale a la surface du conducteur, et dirigee vers l’exte- 
rieur, quel que soit le signe de la charge. 


f 


4.5. INFLUENCE DE DEUX CONDUCTEURS CHARGES. 
THEOREME DE FARADAY 

4.5.1 Influence partielle 

Soit deux conducteurs (Ci) et (C2). On suppose que, initialement (Cj) est 
charge avec une densite o\ > 0 , et C2 est neutre. 

Des que l’on approche (Ci) de (C2), il 
apparart sur la surface de (C2) : une den- 
site de charge cr^ < 0 sur la partie fai- 
sant face a (C\ ) et une densite oq > 0 
sur la partie opposee. Les densites sont 
de signes contraires pour assurer la neu- 
tralite de (C2). Les lignes de champ ont 
Failure indiquee sur la figure : elles par- 
tent de (Ci) perpendiculaires a la sur- 
face et aboutissent a (C2) egalement perpendiculaires a la surface. 

On considere le tube de champ de section d,S'| sur (Cj) : il va delimiter sur 
(C2) une section dS^- Le flux sortant de ce tube est nul, car aucun flux ne sort 
de la paroi laterale ( E tangent a la paroi) ni des calottes d,S'| , dS'2 (E nul a l’in- 
terieur des conducteurs). 

Le theoreme de Gauss applique a ce tube donne : 

( f( E ■ dS = 0 = 

JJ{ tube) £ 0 

soit : Eqi = 02 dSi + oq d^2 = 0 
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Les charges o\ dSi et a 2 d.S’2 qui se font face sur deux elements de surface 
correspondants sont egales et opposees (theoreme de Faraday). 

L’influence est dite partielle car seule une partie des lignes de champ issues 
de (Ci) aboutit a (C2). 


4.5.2 Influence totale 

Si l’un des deux corps (C2 par exemple) 
entoure totalement 1’ autre, il y a cor- 
respondance totale entre les charges de la 
surface (Si) de (Ci) et la surface interne 
(S 2 ) de (C 2 ). 

On peut alors ecrire : 

Ql= f <ndSi = -[ a 2 dS 2 
■/(Si) J(S 2 ) 

Les charges globales portees par les deux 
surfaces en regard sont egales et opposees. 

On peut done resumer la situation de la maniere suivante : 

- dans la partie massive de (Q) : E 1 = 0, 

- sur la surface de (Ci) : charge Q\ > 0 creant E 2 , 

- sur la surface interne de (C 2 ) : charge —Q\, 

- dans la partie massive de (C 2 ) : E — 0 , 

- sur la surface exteme de (C 2 ) : apparition de la charge + Q\ pour assurer 
la neutralite de (C 2 ) (si l’on suppose (C 2 ) neutre au depart), 

- a l’exterieur des deux conducteurs : le champ £ e xt est celui cree par la 

seule charge Q\ portee par la surface externe de (C 2 ). 



4.6. CAPACITE D'UN CONDUCTEUR UNIQUE 


Soit un conducteur porte au potentiel V. II apparait 
alors sur sa surface, une charge q definie par : 


q = 



crdS 


Si le potentiel devient Vi, puis V 2 , puis V3, la 
charge devient q\, q 2 , qj. Les relations charge- 
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potentiel etant lineaires (par exemple, P equation locale AV = — — est 

£0 

lineaire car si on multiplie p par un facteur A, le potentiel sera lui aussi mul- 
tiplie par A), on peut ecrire : 


_ ( p _ _ #2 _ Q 3 _ _ c 

V Vi v 2 v 3 

Le coefficient de proportionnalite C, independant de q et de V, est appele la 
capacite du corps conducteur. II se mesure en farad ( F ) , si q est en coulomb 
et V en volt. 


Exemple 1. Capacite d’une sphere conductrice de rayon R 


Supposons que la sphere est portee au 
potentiel Vs : 


au point P, on a : 

Q 

E = K 


( opy 


V = 


KQ 

OP 


et sur la surface : 


Q 

Vs = K — 

A R 

On en deduit, avec K = 1 /4tt£q : 



soit : 



R 

K 


C = 4h£qR 


(4.5) 


4.7. SYSTEME DE n CONDUCTEURS EN EQUILIBRE 


Pour simplifier, on se limite a un systeme 
de trois conducteurs. II s’agit de trouver 
les relations entre les charges et les poten- 
tiels des differents conducteurs. 

Pour cela, on definit trois etats d’equilibre 
auxquels on applique ensuite le principe 
de superposition. 
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l er etat : conducteur n° 1 au potentiel V\ > 0 par exemple, les autre s au poten- 
tiel 0. 

2 e etat : conducteur n° 2 au potentiel V 2 , les autres au potentiel 0 . 

3 e etat : conducteur n° 3 au potentiel V3, les autres au potentiel 0 . 

l er etat : Q\\, Qi\ • 23 1 etant les charges portees respectivement par les 
conducteurs 1 , 2 , 3 , on a : 

Qu = C n Vi C\\ > 0 

Q21 = C21V1 C21 < 0 car charge Q 2 \ < 0 

231 = C31V1 C31 < 0 car charge 231 < 0 

avec | C21 + C31I < C\\ (influence partielle) 

2 e etat : 2l2 = C12V2 

Q22 = C22V2 

232 = C32V2 

3 e etat : 213 = ^13^3 

223 = C23V3 

233 = C33V3 

Superposition des potentiels : 

Vi + 0 + 0 = V 1 
0 + V 2 + 0 = V 2 
0 + 0+ v 3 = v 3 

Superposition des charges : 

2 1 = C\\V\ + C\ 2 v 2 + C13V3 

22 = C 2 \V\ + C 22 V 2 + C23V3 

23 = C31V1 + C 32 V 2 + C33V3 

La relation entre charges et potentiels est une relation matricielle. La matrice 
C ainsi definie, soit : 
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Ql C 12 C 13 


C = C21 C22 C23 


-C31 C32 C33- 


constitue la matrice des coefficients d’ influence du systeme des trois conduc- 
teurs. 

On peut generaliser la relation entre charges et potentiels a un systeme de n 
conducteurs. Sous forme matricielle, cette relation s’ecrit : 


ou les indices i et j varient entre 1 et n. Cette ecriture signifie que, pour 
chaque valeur de i, il faut sommer cette expression sur j. 

Proprietes de la matrice C : 

- elle est symetrique : C/y = Cjj (identite de Gauss), 

- les termes diagonaux sont positifs : C;/ >0, ils constituent les coefficients 
de capacite, 

- les termes non diagonaux sont negatifs : C/y < 0, ce sont les coefficients 
d’ influence. 

■ Cas particulier d'un systeme de deux conducteurs en influence totale 
On a: <2l = C n Pi + C 12 V 2 


Ql — C 21 V] + C22V2 avec C21 = C12 
Si le corps (2) entoure le corps (1), l’influence est totale, on a alors : 


[Qi] = [Cij][Vj ] 


(4.6) 





quels que soient V\ et V2 ■ 

On en deduit : 

C\\ = C22 = -C12 

En posant = C, on peut ecrire : 


Q X = C(Vi - V 2 ) 
Ql = C(V 2 -V 1) 


(4.7) 


Le systeme constitue un condensateur et C represente sa capacite. 
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Dans la recherche des coefficients d’influence d’un systeme de conduc- 
teurs, il arrive que les equations soient plus faciles a ecrire en exprimant 
les potentiels en fonction des charges V = f(Qi), plutot que les charges 
en fonction des potentiels Q = g(Vj). On arrive a une relation matricielle 
de la forme : 


[Vi] = [ Dij][Qj ] 

oil la matrice D est la matrice inverse de la matrice C des coefficients 
d’influence. Pour obtenir ces derniers, il suffira done d’inverser la matrice 
D, operation qui sera precisee dans l’exercice 7 , oil l’on considere le cas 
d’un systeme de trois spheres conductrices. 


Exemple 2 . Spheres conductrices en influence 


Soit deux spheres conductrices char- 
gees, de rayons R\ et Ri, dont les 
centres sont distants de d, tel que 
On demande de calculer 
les coefficients de capacite C\\, C22 
et les coefficients d’influence C12 et 
C21 d’un tel systeme. 




La superposition des etats d’equilibre permet d’ecrire : 

V] — D\\Qi + D12Q2 
V2 = D 2 \ Q\ + D22Q2 


La distance d etant tres grande comparee a R\ et /d, on peut assimiler le 
potentiel de (Si) du a (S2) au potentiel cree par (S2) au centre 0 \ , soit 

KQ 2 

d 

En faisant de meme pour le potentiel de (S2) du a (Si), on peut ecrire : 


Vi 

V 2 


KQ 1 KQ 2 
Rl d 

KQi KQ 2 
d R 2 


D = K 


1 1 " 
R\ d 

1 1 
d R2 _ 


La matrice C des coefficients de capacite et d’influence est alors obtenue en 
prenant 1 ’ inverse de la matrice D. On trouve : 
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Cu 


Rl/K 

1 - R\R 2 /d 2 


Rl/K 

\-R x R 2 /d 2 


C 12 = C 2 l 


-R 1 R 2 /K 
d{ 1 - R\R 2 /d 2 ) 


On verifie bien que : 

- la matrice C est symetrique : C\ 2 — C 2 \ , 

- C 11 et C22 sont positifs. 

- Ci 2 et C21 sont negatifs. 

En faisant tendre d vers l’infini, on retrouve la capacite de la sphere Si seule, 
soit : 

Cu = 4tt£qR\ 


4.8. CAPACITE D'UN CONDENSATEUR 


A partir de la relation ( 4 . 7 ), soit : 


C = 


Q 

Vi-V 2 


-Q 

V 2 -V l 


( 4 . 8 ) 


on voit que la connaissance de la charge Q\ (ou Q 2 ) et de la difference de 
potentiel (d.d.p.) (Vi — V 2 ) permet de determiner la capacite C du conden- 
sateur. 

Lorsque des considerations de symetrie permettent d’appliquer le theoreme de 
Gauss, le calcul de la capacite C peut se faire tres aisement. 


■ Condensateur spherique 

Les deux armatures du condensateur sont 
deux spheres concentriques de rayons R\ 
et R 2 . 

Pour un point M, situe entre les deux 
armatures et tel que OM = r, on peut 
ecrire : 



r z 



V = K— + Cte 
r 


dV = —E dr 
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La d.d.p. entre les deux armatures est done : 


V 1 -V 2 = kQi 


1 

rI 


et comme C = 


Q 1 

Vi-V 2 


il vient : 


1 ' 
R~2. 


C = 4-7TEQ 


^1^2 
R 2 - R\ 


(4.9) 


Le conducteur spherique de rayon R\ pris tout seul, peut etre considere 
comme une armature d’un condensateur spherique dont la deuxieme arma- 
ture de rayon R 2 est rejetee a l’infini. En faisant tendre Ri vers l’infini 
dans 1’ expression precedente, on retrouve bien la capacite d’un conducteur 
spherique C = Ati£qR\ donnee par (4.5). 


■ Condensateur cylindrique 

Les armatures sont constitutes par deux 
cylindres coaxiaux. Entre ces deux arma- 
tures, le theoreme de Gauss permet d’e- 
crire : 

Ql - Ql 

E 2nrh = — E = e r 

£q 2nEQrh 


On en deduit : 



Vi-V 2 = 


Q 1 ^dr 

2 t T£ 0 h J Rl r 


Qi , R2 

In — 

2ty£q h R [ 


D’ oil la capacite : 


Q i _ 27 T£oh 
^1 - y 2 _ ln ^2 
Ri 


(4.10) 


■ Condensateur plan 

Les armatures sont constitutes par deux plans paralleles de surface S, distants 
de e. 
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Supposons que la premiere est chargee 
positivement d’une densite +o et la 
deuxieme negativement d’une densite 
— cr. Entre les deux armatures, on a : 

- a _ 

E i = u 12 pour la l re armature, 

2s o 



E2 — U21 pour la deuxieme. 

2s q 

Le champ total est done : 

E = E\ + E2 — — u ] 2 
so 


On en deduit : V\ — V2 = Ee — — = 

sq Se 0 


D’ou : 


C = 


Ql 

Vi-V 2 


so S 

e 


( 4 . 11 ) 


4.9. ASSOCIATION DE CONDENSATEURS 


4.9.1 Association en serie 

La charge Q se conserve : toutes les 
armatures de rang impair portent la 
meme charge +Q , toutes les armatures 
de rang pair la meme charge — Q : 

Q = c x v 12 = c 2 v 2 3 = c 3 y 34 

Les d.d.p. s’ajoutent pour donner V : 

Vl2 + v 23 + V 34 = V 


+ Q — Q -\-Q — Q +Q 


//'hv 




On en deduit : 


e + g + Q_ = V = Q 

Cl c 2 c 3 c 
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La capacite equivalente est done donnee par : 


1 

1 

1 

1 

— = 

+ — — 

+ —— 

c 

Cl 

C 2 

C 3 


4.9.2 Association en parallele 

La d.d.p. se conserve ; elle es 
tous les condensateurs : 

Qi =c x v 

q 2 = c 2 v 

23 = C 3 V 

Les charges se repartissent differemment, l’ensemble donnant la charge 
Q = CV. 

Onendeduit: C\V + C 2 V + C 3 V = CV 

D’ ou la capacite equivalente : 

C = C\ + C 2 + C 3 


3 t commune a 


Q 1 


Q 2 


Q 3 


J1 

L 


L 



SJY// 


W7? 


4.10. METHODES DE RESOLUTION 

Une methode generale de resolution de problemes electrostatiques en pre- 
sence de conducteurs, consiste a resoudre l’equation de Laplace AV = 0, 
dans le vide entourant le conducteur, en tenant compte des conditions aux 
limites qui sont generalement : potentiel nul a l’infini et potentiel fixe sur le 
conducteur lui-meme. Cette methode repose sur le theoreme d’unicite, qui 
exprime que la solution de 1’ equation de Laplace verifiant les conditions aux 
limites donnees est unique. 

II existe des techniques theoriques ou experimentales qui permettent de resou- 
dre l’equation de Laplace. L’ expose de ces techniques sort du cadre de cet 
ouvrage. 

En dehors du cas general, lorsque les conducteurs ont des formes simples, on 
peut utiliser les memes methodes que dans le cas des distributions de charges 
dans le vide, a savoir : 

- en partant des expressions elementaires (IE et dV relatives a une charge d q 
et en les integrant sur la surface des conducteurs, 
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- en appliquant le theoreme de Gauss si des symetries favorables se presenters, 

- en utilisant le principe de superposition des etats d’equilibre (voir paragraphe 7). 


On peut parfois utiliser une methode dite methode des images : elle consiste 
a associer au probleme A un probleme B , sachant que les problemes A + B et 
A ont une solution commune dans la region de l’espace concemee, et que 
A + B sera plus facile a resoudre. 


Exemple 3. La methode des images 

On considere un plan conducteur (7r), relie au sol, et soumis a l’influence 
d’une charge ponctuelle +q placee au point P. On demande de determiner la 
densite de charge a apparaissant sur (7r), ainsi que la force d’ attraction entre 
+q et (7r). 


Le probleme A etant defini ainsi : (charge + q 
placee en P, plan conducteur (7r) au potentiel 
nul), il faut trouver un probleme B qui, asso- 
cie a A, donne un potentiel nul sur le plan (7r). 
La solution est evidente : une charge —q pla- 
cee en P', symetrique de P par rapport a (7r), 
qui sera associee a en f en 1’ absence du 
plan conducteur : 1’ ensemble des deux char- 
ges donnera bien un potentiel nul sur le plan 
(7r). On dit que la charge — q placee en P' est 
1’ image de la charge +q placee en P par rap- 
port au plan (n) . 


O) 



L’ introduction de cette image facilite le calcul. En effet, le champ E en tout 
point de (n) s’obtient par : 


E (M) = E- 1 _ + E- = 2E+ cos 6 u 


2 K 


q a 


aq 


r z. r 

Theoreme de Coulomb : 

a = £qE 


2tt£q r : 


s! a 1 + . 


ciq 
2nr ^ 


La force exercee par le plan conducteur (7r) sur la charge q est egale a la 
force exercee par l’image —q sur la charge q 

,2 


On trouve : 


K 


r 

(2 aY 
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EXERCICES 


4 . 1 . Deux disques metalliques A et B de rayon R = 0,3 m, distants de d = 2,5 m, 
constituent les armatures d’un condensateur plan ( P ). 

1 ) Quelles sont la capacite C et la charge Q de ce condensateur quand il est soumis 
a une difference de potentiel V a — V/j = 500 V ? 

2) On isole le condensateur ( P ). Une feuille metallique circulaire (M) initialement 
neutre, de merne rayon R = 0,3 m et d’epaisseur e = I mm est alors introduite dans 
le condensateur, parallelement aux armatures, a la distance d\ , du disque A. 



Quelles sont les charges portees par les deux faces (Mf) et (M 2 ) de la feuille metal- 
lique ? 

3 ) Quelle est la force electrostatique resultante agissant sur (M) ? 

4) Calculer la capacite C' du condensateur equivalent a l’ensemble ( P ) + (M). En 
deduire la nouvelle d.d.p. V' A — V' IS entre les armatures A et B. 


4 . 2 . Une sphere metallique (Si) de rayon R\ = 9 cm porte la charge positive 
Qi = 10~ 8 C. 

1) Quels sont la capacite C\ et le potentiel V\ de (SQ ? 

2) On relie (Si ) a une autre sphere metallique (S 2 ) de rayon 
R 2 = 1 cm, par un fil conducteur long et fin. (S 2 ) est suffisam- 
ment eloigne de (Si) pour negliger l’influence mutuelle de ( S 1 ) 
et (S 2 ). Les charges superficielles sur le fil fin sont supposees 
negligeables. 

Calculer, a l’equilibre, les charges Q\ et Q' 2 portees par les 
deux spheres et la valeur du champ electrique au voisinage de 
chaque sphere. 




4 . 3 . Une sphere s conductrice de rayon r, de centre 0\, est au contact d’une pointe 
P reliee au sol (potentiel nul). On place une sphere conductrice S fixe portant une 
charge Q, de rayon R , de centre O 2 , de faqon que P, 0\ et O 2 soient alignes. On pose 
0\ O 2 = fl. 
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On amene la sphere mobile ( 5 ) au contact de la sphere (S), puis au contact de P, et 
de nouveau au contact de (5), puis de P, etc. 

1 ) Au depart s est au contact de P. Calculer la charge q qu’elle porte, en fonction de 
Q, r et a. 

2) Calculer la charge < 2 i de ( S ) au premier contact avec (5) et la charge q\ de (5) au 
contact suivant avec P. 

3) Par recurrence, quelle sera la charge Q n de ( S ) au n-ieme contact avec (5) ? 

4) A.N. : les spheres sont identiques et a = 9 r. Au bout de combien de contacts la 
charge de (5) sera de 10 000/3 plus faible que sa charge initiale ? 


4 . 4 . On considere un fil conducteur cylindrique infiniment long et mince, de rayon 
R, portant une densite lineique de charge A. 

1 ) Par application du theoreme de Gauss, calculer le champ E (r) en un point situe a 
la distance r de l’axe. En deduire le potentiel V (r) en ce point en supposant 
E(oo) = 0. 


2 ) Un deuxieme fil identique portant la densite lineique 
de charge — A est place parallelement au premier fil a la 
distance a. 

R est suffisamment petit devant a pour que la repartition 
des charges sur les conducteurs soit consideree comme 
uniforme. 

a ) Calculer le potentiel en un point M a la distance r de 
l’axe du premier fil et a la distance r' du second. En 
deduire le potentiel de chaque conducteur. 

b) Quelle est la difference de potentiel entre les deux 
fils ? En deduire la capacite par unite de longueur de cet 
ensemble bifilaire. 


A 


+A 




a 




A.N. :R = 2 mm ; a = 2m; K = 9.10 9 S.I. ; A = 10“ 8 C • m" 1 . 


3) Application : Un fil conducteur de rayon R = 0,5 cm parallele au plan du sol, a 
une hauteur de 4 m, est porte au potentiel V[ = 1 kV. 
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a) En utilisant la methode des images electriques et les 
resultats precedents, determiner la capacite lineique de ce 
conducteur en presence du sol. 

b) Quelle est la valeur du champ electrique a la surface de 
ce conducteur ? 


GO “ 


4 . 5 . 1) Quelle est la charge Q\ d’une sphere metallique (A) de rayon R\ = 6 cm 
lorsqu’elle est portee au potentiel Vo = 45 000 volts ? Dans tout le probleme on sup- 
posera cette sphere isolee. 

2) On entoure la sphere (A) par une autre sphere metallique creuse (B) concen- 
trique, de rayons Ri = 1 2 cm ct R^ = 15 cm, initialement neutre et isolee. 



a) Quelles sont les charges portees par (B) ? 

b) En deduire les potentiels Va et Vb des deux spheres. 

c) Determiner et representer graphiquement le potentiel V (r) et la norme du champ 
E(r ) en tout point M de l’espace, tel que OM = r. 

3) La sphere (B) est reliee a la terre (Vb = 0). Quel est le nouveau potentiel V' A de 
(4) •? 

On donne : K = = 9 • 10 9 S.I. 

Atteq 


4 . 6 . Une sphere conductrice creuse de masse M, de rayon 
R est separee en deux parties inegales par un plan hori- 
zontal : on obtient deux calottes spheriques inegales dont 
la base commune est un cercle de rayon r = R sin 6 . 

La sphere est portee au potentiel V > 0, puis isolee. 



isolant 


1) En supposant la calotte inferieure fixe, determiner la force qu’elle exerce sur la 
calotte superieure. 
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2 ) Dans le cas ou la coupure est faite dans le plan equatorial, pour quelle valeur de 
V y aura-t-il separation des deux hemispheres ? 


4 . 7 . Trois petites spheres (Si), (S2) et (S3) conductrices, isolees, identiques de rayon 
R, sont placees dans le vide aux trois sommets d’un triangle equilateral de cote a 
(a 3> R ). Elies portent respectivement les charges Q 1 , Q2, Q3. 


1 ) Calculer les potentiels aux centres 0 \, O2 et O3. 
On posera : 

R 

— = a (a « 1) 
a 

Etablir la relation matricielle qui exprime les poten- 
tiels Vi en fonction des charges Qi avec ( = 1,2 
ou 3 . 



2) Si on ecrit Qi = C, 7 V) avec j = 1 , 2 , 3 et oil Vj est le potentiel de la sphere j 

j 

portant la charge Qj, on introduit la matrice des coefficients d’ influence C/ 7 qui 
exprime les charges Qi en fonction des potentiels V). 

a) Determiner cette matrice en considerant que c’est la matrice inverse de celle defi- 
nie a la premiere question. 

b) Verifier qu’elle est symetrique, que les coefficients Ca sont positifs et les coeffi- 
cients Cj j negatifs. 

c) Determiner ces coefficients au second ordre pres. 

3 ) On fait les trois operations suivantes : la sphere (Si) est connectee a la terre pen- 
dant un temps suffisamment long pour que l’equilibre electrostatique se retablisse, 
puis la connexion est coupee. On refait la meme operation avec (S2), puis avec S3. 

Calculer les charges Q \ , Q' 0 et Q’-, des trois spheres apres ces trois operations. 


4 . 8 . Soit le groupement de condensateurs suivant : 

C 

Hh 


c 2 
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1) La capacite C\ etant donnee, quelle doit etre la capacite C 2 pour qu’il y ait entre 

C 2 

A et B une capacite equivalente C e telle que C e = — ? 

AN. : Ci = 8 pF 

2) Une tension u A b = 500 V est appliquee entre les points A et B. Calculer les ten- 
sions aux bornes de chaque condensateur ainsi que les charges qu’ils portent. 


CORRIGES 

4 . 1 . 1) La capacite d’un condensateur plan est egale a : 

C _ £o 5 5 — 7 t r 2 

cl 

Q = C(V A - V B ) 

A.N. : C = 10’ 9 F ; Q = 5 • 10" 7 C. 

2) L’ influence entre les conducteurs est totale. La repartition des charges qui en 
resulte est indiquee sur la figure ci-dessous : 


w 

+ Q 
-Q 


(M 2 ) 

+ Q 

- Q 



d 2 = d- (d 1 + e) 


3) Les deux faces (Mi) et (M 2 ) de la feuille metallique sont soumises aux forces 
electrostatiques F\ et Fi egales et opposees, de norme : 

a 2 S Q 2 

F l = Ft = = 

' 2e 0 2 £ 0 S 

La resultante des forces est done egale a 

R = F x + F 2 = 0 

4) Soit V' A — V' B la nouvelle d.d.p. entre A et B. On a : 

n - V'b = (K - V^) + (V' M[ - V' Mi ) + (V' M2 - V B ) 
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Comme la surface de la feuille metallique est une equipotentielle 


Q = Q_ + Q_ 

c Ci c 2 


Vm , 


Vm 2 =° 


£oS So S 

Ci = — — et C 2 = 

Cl\ 0-2 


Par consequent, 1’ ensemble ( P) + (M) est equivalent a deux condensateurs mis en 
par allele. 

CiC 2 £q S £q S 


On en deduit 


soit 


C' = 


Ci + C 2 d\ + rf 2 d — e 
£qS C 


C' = 


rfl 1 - - 

d 


1 - - 
d 


A.N. 


- = — = 0,4 
d 2,5 


C' = — = 1,7 • 10~ 9 F 

0,6 


n - n = § = - v B ) 


AJV. 


V'-V'= 0,6 x 500 = 300 V 


4 . 2 . 1 ) On a successivement : 


C' = 47rc 0 /?i = 

K 


et 


V, = & = K 
Cl R { 


A.N. : Ci = 10~ n F = 10 pF et V\ = 10 3 V = 1 kV 

2) La charge <2i va se repartir sur les deux spheres de faqon qu’a l’equilibre le poten- 
tiel soit le meme sur les deux spheres. 

On a done : 


V{ = Vi 


Q\ = &i = Qi + Qi 
R\ Ri R\ + /? 2 


avec la condition de conservation de la charge : 


Par consequent : 


R i R-> 

= « s ' 2 =^ e , 


Ri + Ri 
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On en deduit les normes des champs electriques : 


A.N. : 


E\ = K % = 


Vi 

R\ + Ri 


et 



Vi 

R\ + R2 


Ri_ 

Ri 


Q\ = 0,9 • 1(T 8 C ; Q' 2 = 0,1 • 10- 8 c 

E[ = 10 4 V • m _1 ; £' = 9 • 10 4 V • m” 1 


On retrouve le resultat enonce dans le cours : pres d’un conducteur de faible rayon 
de courbure le champ electrique est plus intense (pouvoir des pointes). 


4 . 3 . 1) 


Vb,= 


1 


- + — I = 0 


& 

a 


Atteq \r a 

2 ) Au l er contact de (5) et ( S ) on a V01 = Vo 2 et, pai' consequent : 

qi_ _ Q]_ _ qi + Q\ 

r ~ R ~ r + R 

Conservation de la charge : 

qi + Q\ = q + Q => Q\ = — — —(q + Q ) 

QR(ci - r) 


Q 1 = 


a{r + R) 

Au contact suivant de (5) et P : 

q[ = Q\~ 


q\ = 


r + R 
QR{a - r) 
a{r + R) 


3 ) On a de merne : 


et pai' recunence : 


R(ci — r) 

Qi=Qi——- = Q 


4) A.N. : 


a(r + R) 

Qn = Q 
Qn = Q 


R(a — r) 


ci(R + r ) 


R(a — r ) 


a(R + r ) 
a — R 


2 a 


a = 9R 


Qn ~ Q ( 9 
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On doit avoir : 



4 - log 3 

n = 

log 9 — log 4 


10 


4 . 4 . 1 ) La distribution de charge presente la symetrie 
cylindrique : V ne depend done que de r et 
— > dV _ 

E — —grad V = e r est radial et ne depend que 

dr 

de r. La surface de Gauss sera un cylindre de rayon 
r, de hauteur h ay ant le meme axe que le fil. 

Le theoreme de Gauss donne : 


2nrhE 


Xh 

£0 


A , 2KX^ 

E = = e r 

lireor r 



On en deduit : 

V(r) = - J Edr = -2KX In r + cte 

V (oo) = 0 ==?■ cte = 0 V = —2KX In r 

2) a) a R : la densite lineique de charge de chaque fil ne change pas. 
Le principe de superposition donne : 

V (M) = V a (M)+V b (M) 

= —2 K X In r + 2K X In r' 
r' 

= —2KX In - 
r 

On en deduit le potentiel de chaque conducteur : 

•fil A: r = R ; r' = a — R ~ a 

L+ = 2KX In - 
+ R 

• fil B : r = a — R ~ a ; r' = R 

R 

V _ = 2KX In - = - V+ 
a 

b) La difference de potentiel entre les deux conducteurs est done : 

a X a 

V+-V- = 2V+ = 4KX In - = In — 

R 1T£ 0 R 
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D’ou, la capacite C/ par unite de longueur : 

A 7T£0 


3 ) Application : methode des images electriques. 

a) L’ ensemble (fil + sol) est equivalent a deux fds (A) et (B) paralleles, distants de 
2 d, admettant le plan du sol (tt) comme plan mediateur, et portant respectivement les 
charges lineiques +A et —A. 

Si le potentiel de (A) est +Vo, celui de ( B ) est —Vo et le plan (tt) est bien au poten- 
tiel nul. Le fil ( B ) constitue l’image du fil (A) par rapport au plan (7r). 


d 

CO m 

d 

+ A i 

+ V. 

5 ffl(A) 



d 



sol au potentiel zero 


5 fil (B) 


D’apres les resultats precedents, pour les deux conducteurs on a 


C/ = 


A A ttsq 

Va-V b = 2Vo = ]n 2d 
R 


On en deduit pour le conducteur A par rapport au sol : 

_ A A 2vr£ 0 1 

Ci — 


V ^-° V » In — 2K In — 
R R 


b) Calcul de £ a la surface de A : 
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A.N. : Cj = g 7,53 pF • m 1 

18 • 10 9 In T 

5 • 10" 3 

10 3 , 
E = g = 27 kV • m _1 

5 • 10- 3 In — 

5 • lO- 3 


4 . 5 . 1 ) Capacite de la sphere A : 

Ci = 4tt£ 0 Ri = 6,67 • 10“ 12 F 

Qi = C l V 0 = 0,3/uC 

2) a) Par influence totale entre (A) et (B) la surface interne dc (B) prend la charge 
— Q i et la surface externe la charge +Q\. 

b) On a : 

KQi KQi KQ\ 

Fa = — ^ — + — ^ = 40,5 kV 

Ri Ri Ri 

KQi KQ { Ri Ri 

V B = — — = — ^ — = Vo — - = 18 kV 
R 3 R 1 R 3 R 3 

c) 0 < r < R\ : 



V(r) = V A = 40,5 kV 
E = 6 


Ri < r < Ri- Le theoreme de Gauss s’ecrit : 


A 1 17 2l 

47 TT E = 

eo 


Z, , KQi- 

E{r) = — ^-e r 


d’oii 


KQi 

V(r) = + Cj 


La continuity de V pour r = R\ s’ecrit 
KQi 


D’oii 


V(RQ = V A et — p + C = V A ^ Ci = V A - V 0 = -4,5 kV 
R l 

KQi 

V(r) = — ^ - 4,5 kV 
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Ri < r < R 3 - Le conducteur est equipotentiel, soit : 

V(r) = V(R 2 ) = V(R 3 ) = V b = 18 kV 
= E(r) = 0 

r > Ri : On obtient de meme par le theoreme de Gauss : 


E{r) = — ^—e r 


V(r) = 


KQ i 


avec V (oo) = 0 


Discontinuite de E au passage des surfaces des conducteurs : 

Surface r — R\ : 


KQi 

R 7 


- 750 kV • re- 


surface r = R 2 : 


E(r<R 2 )= d2 

r 2 

E(r = R 2 ) = 0 

Surface r = R 2 : 


KQ\ KQi (R 


Rf \R2 


— = 187,5 kV- nr 


E(r < Ri) = 0 E(r = Ri) = , 

R? 


KQi KQi (Ri 


Rf \Ri 


— = 1 20 kV • m _ 1 


Representations graphiques : 


V(r) (kV) 
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E(r) (kV.irf 1 ) 



3) La sphere (B) etant reliee a la terre, elle perd sa charge exterieure +Q\ ; le poten- 
tiel de la sphere A devient : 


KQi _ KQi 

Ri R2 


Vo 


V' A = 22,5kV 


Rl 

R 2 


4.6. 1) II apparait sur la sphere conductrice 
une charge surfacique : 

Q _ cv 

a S S 


avec C = 47 T£o^ et S = 4irR 2 . 
On en deduit : 




D’apres le theoreme de Coulomb, le champ E est normal a la surface et a pour 
-* a -> 

valeur : E = — N. Mais en fait, une charge elementaire d q = crd5 ne voyant pas son 

£0 

-* a -> 

propre champ, n’est soumise qu’au champ E = N. II en resulte une force ele- 

2e 0 

mentaire 

— > -> (j 2 -» 

dF = dq E = N d5 

2e 0 

( dF cr 2 

p = — = constitue la pression electrostatique 

\ d5 2eo 
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Par raison de symetrie, la force resultante exercee par la calotte inferieure sur la 
calotte superieure est done parallele a Oz et ascendante, de norme : 


F y = — cos a dS 
Js, 


ou Si est la surface de la calotte superieure 
En prenant dS = 2i tR 2 sin a da , on a : 

>2 


L 


D’oii 


cos a dS = 2-k R~ / sin a cos a da = ttR~ sin 
Si Jo 

Fy = £ °V tt sin 2 6 
2 


2) Si la coupure est dans le plan equatorial, 9 = — et l’on a : 


Fy = 


soV 2 


M e 0 V 2 i t 

La calotte se souleve si — e < , soit 

2 2 


V > 


4.7. 1) Si cree en 0\ 1 c potentiel 
KQ\ 


V\(0\) = 


IF 


(S 2 ) et (S 3 ) creent en 0\ les potentiels : 

, KQ 2 „ KQ 3 

V[(0 1 ) = et V"(Oi) = 


D’ou le potentiel total en 0\ 



K R 

Vi = — (Qi + aQ 2 + aQi) en posant a=— (a«l) 

R a 


On aura de merne, aux points 0 2 et O 3 : 

K 


V 2 = — {aQ\ + Q 2 + uQ 2 ) 

K 

V 3 = — (aQi + aQ 2 + Q 2 ) 

K 
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On en deduit la relation matricielle : 


(Vi\ 


(Qi\ 

v 2 

= D 

Qi 

w 


\qJ 


oil D est la matrice : 

( 1 a a 

ala 
a a 1 

2) La matrice des coefficients d’influence est l’inverse de la matrice D. Elle s’obtient 
done : 

• en transposant la matrice D, 

• en rempla 5 ant chaque element par le cofacteur (ou mineur) correspondant, c’est-a- 
dire le determinant obtenu en barrant la ligne et la colonne du terme considere, 
affecte du signe : 

+ si la somrne i + j est paire, 

- si la somme i + j est impaire. 

• en divisant la matrice obtenue par le determinant A de la matrice D. 

La matrice D etant symetrique, elle est sa propre transposee. 

Determinant A : 

A — — [(1 — a 2 ) — a(a — a 2 ) + a(a 2 — a)] 

R 

A - —(1 -3a 2 + 2a 3 ) 

R 

Matrice des cofacteurs : 

(1 —a 2 ) —(a — a 2 ) (a 2 — a) 

— (a — a 2 ) (1 — a 2 ) —(a — a 2 ) 

(a 2 — a) —(a — a 2 ) (1 — a 2 ) _ 

En tenant compte des signes, on obtient la matrice cherchee : 

1 — a 2 a 2 — a a 1 — a 
or — a l — a 2 or — a 
or — a a 2 — a 1 — a 2 _ 

On verifie bien que : 

- la matrice est symetrique : Cjj = Cji 


R 

C = — ■ 


1 


K (1 — 3a 2 + 2a 3 ) 
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- les Cn sont positifs : 1 — a 2 > 0 car a « 1 

- les Cij sont negatifs : a 2 — a = a{a — 1) < 0 

Au second ordre pres on a : 

R 1 — a 2 r, 

C “^K U^?^ 4n£oR<l + 2a ' > 

R a( 1 — a) 

Cij ~ 1 _ 2 ~ -4TTE 0 Ra(\ - a) 

3) La sphere Si est mise au potentiel zero puis deconnectee : elle va prendre la charge 
<2 1 , S 2 et 53 gardent leur charge 2 2 et Q 3 . On a : 

V' = ^(Q[+aQ 2 + aQ 3 ) = 0 

K 

Q\ = ~a(Q 2 + 2 3) 

On aura apres chacune des deux autres operations : 

]£ 

K = —(aQ\ + aQ\ + aQ 3 ) = 0 ((Si) a la terre) 

K 

Q 2 — —cn(Q j + QO = a[aQ 2 + (a — 1)23] 
v i = + otQ’ 2 + 2' 3 ) = 0 ((S 3 ) a la terre) 

2 3 — — «(2i + 2^) = a ~(Q 2 + 23) — « 2 [«22 + (a — 1)23] 

soit : 

2' 3 = « 2 [(1 - a) 22 + (2 - a)2s] - a 2 (22 + 22 3 ) 


4.8. Association de condensateurs 




1 I 
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1) La capacite C\ equivalente a l’association serie (C i, C 2 ) entre A et D est donnee 
par : 

1 1 1 _ Ci + C 2 

C\ ~ Ci + C 2 ~ CiC 2 

La capacite C' 2 equivalente a l’association parallele (C 1 , C 2 ) entre D et B est egale 
a : 

C' 2 = Ci + C 2 

On obtient done le circuit equivalent : 



1 1 1 Ci + C 2 1 

avec — = — - H = 1 

C e C[ C '2 CiC 2 C 1 + C 2 

_ CiC 2 (Ci + C2) 

(C 1 + C 2 ) 2 + C 1 C 2 

Co 

C 1 etant donnee, C2 doit verifier la condition : C e = — 

1 = Ci(C! + C 2 ) 

2 “ (Ci + C 2 ) 2 + CiC 2 


soit (C) + C 2) 2 + C 1 C 2 — 2Ci (Ci + C 2 ) 

Apres simplication, on obtient 1’ equation du second degre : 
Cj + CiC 2 -C 2 = 0 


qui a pour discriminant : 

A = C 2 + 4C 2 = 5C 2 

Seule la racine positive est acceptable. On trouve : 

„ — Ci + Ci-n/5 

c 2 = 2 

A.N. : C 2 = 4,94 qF 
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2) Soit uab — Va ~ Vb la tension appliquee entre les points A et B. On a alors la 
repartition des charges representee sur la figure ci-dessous : 





uab —uaf + ufd + udb 

Q = Q\ + Qi 


D’apres la premiere question, dans le montage equivalent, on aura 


c 2 

avec C e = — 
2 


done la charge Q portee par C\ et C 2 est egale a : 


nr Cl 

(J = C e uab = ~^ u ab 


On obtient alors 


Q C 2 

UAF = — = — r u AB 
C i ZC i 


et u yd 


Q _ uab 
~ Ci ~^2 


. /, . C 2 \ u A b 

uad = uaf + u fd = I t + — I 



udb = uab — uad = 


uab 

~Y 
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Soit : 

On en deduit : 
A.N. : 


C 2 \ UAB C\ — C2 

UDB = [l ~c;nr = ^cr UAB 


n r Cl - C2 

<2\ = Cl Udb = UAB 

„ „ C 2 (Ci - C 2 ) 

(J 2 = c 2UDB = — UAB 

2 L 1 


C 2 U AR 

uaf = ^fru AB = 154,5 V u FD = = 250 V 

2 C 1 2 

Cl - c 2 

udb = — — — u ab — 95,5 V [= uab — ( uaf + «fd)] 
zC 1 

Q = ^ 11 ab = L23 /jC 

Ci - Co 

< 2 i = uab = 0,16 nC 


Co (Ci -C 2 ) 

<22=^^ ^-u AB = 0A7fiC (= Q - Qi) 
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Energie electrostatique 


5.1. ENERGIE POTENTIELLE D'UNE CHARGE PONCTUELLE 
EN INTERACTION AVEC UN CHAMP EXTERIEUR 


Rappelons d’abord qu’une charge ponctuelle isolee ne peut avoir une energie 
potentielle (voir chapitre 2, paragraphe 4). En effet, cette charge cree autour 
d’elle un champ E et un potentiel V, mais c’est en interagissant avec le champ 
d’une autre charge ou d’une distribution de charges qu’elle va acquerir une 
energie potentielle E p engendrant une force d’interaction F. 

Dans le cas de deux charges q et cj' en interaction, l’energie potentielle s’ex- 
prime par : 



oil q et q' sont des valeurs algebriques et r est la distance separant les deux 
charges. II faut rappeler que 1’ energie potentielle definie ci-dessus peut etre 
consideree comme : 

/ if 

- l’energie de q dans le champ de q. 


- l’energie du systeme isole, constitue par les 
deux charges q et q' . 

Une justification du dernier point consiste a dire que cette energie represente 
le travail qu’il faut effectuer pour realiser le systeme des deux charges, e’est- 
a-dire amener la charge q' de l’infini oil le champ de q est nul, a la distance 
r oil le champ est : 


- 1’ energie de q dans le champ de q ' , 
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En effet, on a : 


Kqq' 


F • dr 

IT 

- r - oo 


-Kqq' f 
J cx 

Kqq' 


e r ■ dr 


Supposons maintenant que la charge q se trouve en un point Mq dans le 
champ E (Mq) cree par une distribution de charge quelconque. Pour exprimer 
son energie potentielle, on peut utiliser la 

meme idee : calculer le travail que l’experi- _ 

mentateur doit effectuer pour amener cette M a 

charge q de l’infini au point Mq. q 


E(M „ ) 


La force que l’experimentateur doit exercer en un point M quelconque est 
l’opposee de la force electrostatique, soit : 

^exp — —F e — —qE(M) 


On a done : 


E p (Mq) 


j 

Jo 


Mo 


exp 


■d M 


l 

Jo 


Mq 


E ■ AM 


’M 0 


= q [ d V=qV(Mo) 

J oo 

en supposant le potentiel nul a l’infini. 


5.2. ENERGIE POTENTIELLE D'UN SYSTEME DE CHARGES 

5.2.1 Cas d'une distribution de charges ponctuelles 

Soit un systeme de charges <71, <72, qj placees respectivement aux points A\, 
A 2, A3. On cherche a determiner l’energie potentielle d’un tel systeme. 

Pour cela, on adoptera la meme demarche 

que precedemment, qui consiste a reconsti- ■ - ; 

tuer le systeme en amenant les charges l’une 

apres P autre, de l’infini a leurs positions defi- 1 

nitives. 
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On amene d’abord q\ en Aj, ou l’espace est vide. Le travail effectue est 
W] = 0. q\ etant en A\, on amene q 2 de l’infini en A^. 

Travail effectue : W 2 = K — — 

A1A2 


q\ etant en A\ et q 2 en +2> on amene <73 en A3. 


Travail effectue : 


W 3 = K 


/ <?1<?3 <?2<?3 \ 

\ At A 3 A 2 A 3 ) 


Travail total : W = W\ + W 2 + W 3 = E p 

e v = k(« 1«1 + 9M3_ + 

\A1A2 A2A3 A\A 3 ) 

Pour permettre une meilleure generalisation de cette expression, on peut pro- 
ceder de la maniere suivante : ecrivons encore une fois cette meme expression 
de Ep et ajoutons membre a membre les deux expressions. On obtient : 


2 E p = K 


<71 


/ <72 <73 \ 

\AiA 2 a x a 3 ) 


= (<7l V] + <72^2 + <73+3) 


+ <72 


( ^ JL qi \ 

\a 2 a 3 a x a 2 ) 


+ <73 


( ^ JL C11 \ 

\A 2 A 3 a x a 3 ) 


ou V\ est le potentiel resultant cree par les charges (q 2 .q 3 ) au point A \ , V 2 le 
potentiel cree par les charges (q 3 ,q\) au point A2, et V 3 le potentiel cree par 
les charges (<71,172) au point A3. 

On a done : E p = ^ (q 1 V] + q 2 V 2 + q 3 V 3 ) 

soit, en generalisant au cas de n charges 


1 n 
E 


q, V, 


i — 1 


(5.2) 
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5.2.2 Cas d'une distribution continue de charges 


On peut etendre la sommation discontinue precedente a une sommation inte- 
grale. En designant par dq la charge elementaire et par V le potentiel auquel 
est soumis cette charge, on obtient : 


distribution lineaire : 
distribution superficielle : 
distribution volumique : 



dq = Ad/ 
dq = crdS 
dq = pdr 


(5.3) 

E P = 

E P = 

E P = 



5.3. ENERGIE ELECTROSTATIQUE EMMAGASINEE 
DANS LES CONDUCTEURS CHARGES 

5.3.1 Energie d'un conducteur unique 

Pour un conducteur de capacite C portant la charge q, la relation (5.3) s’inte- 
gre immediatement, puisque le conducteur est equipotentiel ( V = cte). 

L’ energie emmagasinee s’ecrit done, compte tenu que q = CV : 


E p = —q V = -CV Z 


2 C 


(5.4) 


5.3.2 Energie d'un systeme a n conducteurs 

1 1 1 

On a alors : E p = -q\ V\ + -q 2 V 2 + ... -q n V n 

E P = 


(5.5) 


ou qi est la charge portee par le conducteur i et V; son potentiel. 
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5.3.3 Energie d'un condensateur 

L’ influence entre les armatures etant totale, v 2 ___[ 

on a : v 12 [ 

<72 = -<?i e/ 

£p = 2 ^1 V] + ^ 2 ^ 2 ] 

= ^1 (Vi - V 2 ) 

ou encore, en posant V\ — V 2 = U 


®2 = -?l 


«1 




lil 

2 C 


(5.6) 


et cela, quelle que soit la forme du condensateur. 

5.4. CHARGE D'UN CONDENSATEUR : ASPECT ENERGETIQUE 

II s’agit de faire un bilan d’energie entre un condensateur et la source qui l’a- 
limente, pendant la charge d’un condensateur. 

A chaque instant du processus de charge, le condensateur « voit » a la fois son 
potentiel et sa charge varier. Ces deux grandeurs sont liees par : 

q = CV et done d q = CdV 

La variation d’energie potentielle est : 

d£ p = Vdq = CV dV 

d’oii l’energie emmagasinee pendant toute la charge : 

r v f 1 9 1 q} 

E * = C h ViV = 2 CV f =2C 

ou l’indice f designe les valeurs finales de V et q. On retrouve l’expression de 
E p etablie precedemment a partir de : 

Ep — 2 [<71^1 + <72 ^2 J 

qui explicite les contributions des deux armatures. 
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La source, quant a elle, « voit » son potentiel rester constant et egal a Vf pen- 
dant tout le processus de charge. L’energie elementaire depensee pour trans- 
ferer la charge dq au condensateur est : 


On voit que l’energie depensee est le double de l’energie emmagasinee dans 
le condensateur. 

On peut montrer que la difference E' p — E p = E p est obligatoirement dissipee 
sous forme calorifique dans les fils de connexion, et d’une maniere generate 
dans la resistance du circuit de charge, quelle que soit cette resistance. 

En effet, considerons par exemple, le circuit de charge de la figure ci-dessous 
ou R represente la resistance du circuit et E la force electromotrice du gene- 
rateur. 


La loi d’Ohm pour ce circuit s’ecrit : 



L’energie dissipee par effet Joule entre les instants t et t + dt est done : 


d E' p = V f d<7 


d’ou l’energie totale fournie par la source : 



II 


c 



dJL = Ri~ d t = Ei df — —i d t 
C 



Par consequent, l’energie totale dissipee au cours de la charge est : 
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soit, compte tenu de Q — CE : 


7 CE 2 1 7 

W = CE 2 = -CE 2 

2 2 

L’ energie dissipee dans le circuit de charge est bien egale a 1’ energie emma- 
gasinee dans le condensateur. 


5.5. LOCALISATION DE L'ENERGIE : 

DENSITE D'ENERGIE ELECTROSTATIQUE 


Considerons pour simplifier le cas d’un 
condensateur plan dont les armatures ont 
une surface S et sont distantes de e. Soit V 
la difference de potentiel appliquee entre 
ces armatures. 

L’ energie emmagasinee dans ce condensa- 
teur est : 

1 9 

E v = - CV 2 
p 2 

et comme C = — (voir chapitre 5, paragraphe 8) 
e 

1 SV 2 

on a : E p = -e 0 

2 e 

Par ailleurs, le champ electrique entre les armatures est uniforme. Sa norme 
est donnee par : 

V 

E = — 
e 

1 9 

On peut done ecrire : E p = -e^E^Se 



On peut considerer que la densite d’ energie par unite de volume, qui est liee 
au champ electrique est egalement uniforme. Elle a pour expression : 

d£p 1 r 2 

u ’ = 17 = 2 £ » £_ 


puisque le volume du condensateur est r = Se. 
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Ce resultat, etabli ici dans un cas particulier, est vrai dans le cas general : si 
un champ electrique est applique en un point quelconque de l’espace, on peut 
lui associer une densite volumique d’energie donnee par : 

(5.7) 


5.6. CALCUL DE FORCES ELECTROSTATIQUES 
A PARTIR DE L'ENERGIE 

Lorsqu’on cherche a calculer les forces electrostatiques a partir de l’energie 
emmagasinee dans un systeme, deux cas peuvent se presenter : 

- la charge reste constante, 

- le potentiel reste constant. 

5.6.1 Calcul de la force, a charge constante 

C’est le cas d’un condensateur qui serait prealablement charge, puis isole et 
abandonne aux forces electrostatiques qui s’exercent entre les armatures. 

A chaque travail elementaire d W des forces electrostatiques correspond une 
variation d£ p de l’energie emmagasinee. Le systeme etant isole, la conserva- 
tion de l’energie implique que : 

d W + dE p = Q 

Et comme dlL = F ■ dl , on en deduit l’expression de la force electrosta- 
tique : 

F = — grad E p (a charge constante) (5.8) 

en tout point de la distribution de charge. 

5.6.2 Calcul de la force, a potentiel constant 

C’est le cas ou le condensateur charge n’est plus isole, mais reste relie a une 
source en permanence. 

Dans ce cas, a tout travail elementaire dW des forces electrostatiques cor- 
respondent a la fois une variation d£p de l’energie emmagasinee, et une ener- 
gie dE s depensee par la source pour maintenir le potentiel constant. 
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La conservation de 1’ energie, appliquee a 1’ ensemble du systeme isole 
(condensateur + source), s’exprime cette fois par : 

dW + dF p = dE s 

Nous avons vu (voir paragraphe 4) que 1’ energie depensee par la source est le 
double de l’energie emmagasinee dans le condensateur, soit d£ s = 2d£ p . 

On en deduit 


dW + dE p = 2dE p => dW = d£ p 
et comme dW = F ■ dl , il vient : 

F — +grad F p (a potentiel constant) 
en tout point de la distribution de charge. 

II est important de remarquer le changement de signe dans l’expression de F, 
par rapport au cas oil la charge reste constante. 


5.7. EXEMPLES D'APPLICATION 


Exemple 1. Energie d’une sphere conductrice chargee 


Si la sphere est conductrice et en equilibre, elle ne peut etre chargee qu’en 
surface (voir chapitre 4). Soit Q la charge portee par cette sphere, et C sa 
capacite. Son energie est donnee par : 


E p = 


1 

2 C 


et, comme C = 47 T£o^ ou R est le rayon de la sphere, on a : 


Ep 


1 Q 2 

2 4it£qR 


Exemple 2. Energie d’une sphere chargee en volume 

II ne peut s’agir d’une sphere conductrice, car a 1’ equilibre, celle-ci ne peut 
contenir des charges volumiques. II s’agira done plutot d’une distribution 
spherique theorique : modele d’une sphere dielectrique. 
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l re methode : 

Soit p la densite de charge volumique supposee 
uniforme. 

D’apres le paragraphe 2, on a : 


-\L 


pV dr 



ou V est le potentiel au point courant Metr est le volume de la sphere. 

Si on se refere au chapitre 3 , paragraphe 7, exemple 2, le potentiel au point 
M, a l’interieur de la sphere est donnee par 


V 


pR l 

2e 0 


1 


r 

3 R 2 


En prenant comme volume elementaire le volume d’une coquille spherique 
de rayon r, on a : 

dr = 47iT“ dr 


L’ expression de l’energie est done : 

1 p 2 R 2 rR 


f 

4n I r~ 
2 2 eq Jo 

47 r 


15e 0 


r 

3R 2 


dr 


2 nS 


p R 


/4 T 

et comme p — Q j -ttR on peut finalement mettre cette energie sous la 
forme : 

> 2 3 KQ 2 

5 4tteqR 5 R 


3 Q z 

En = -= 


2 e methode : 

On reconstitue la distribution spherique de 
charge, en amenant au fur et a mesure des pelli- 
cules spheriques de rayon r, r croissant de 0 a 
R, de 1 ’ infini ou le potentiel est nul, vers la 
sphere de rayon r. 

A un instant quelconque, la charge amenee est : 
d q — 47rr 2 dr p 
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et le potentiel regnant a la surface de la sphere est : 

Kq' 

V = — - 
r 

ou q' est la charge portee par la sphere a cet instant, soit : 

/ ^ 3 

q = 2 717 ' p 

L’ energie elementaire acquise par la sphere est done : 

d£p = Vdq 

An r 2 p , o , 

K — Anr^dr p 


3 r 


16 


= K— n 2 p 2 r 4 dr 
3 ' 


On en deduit : 


E p = K • — n 2 p 2 [ r 4 dr = K—n 2 p 2 R 5 

p * Jo 15 


16 

y 


/A n 

et comme p — Q j -7ri? , on arrive flnalement a la meme expression de 
1’ energie : 

3 KQ 2 


5 R 


3 e methode 


On utilise le fait que, une fois la sphere chargee, il existe en tout point de 
l’espace (interieur ou exterieur a la sphere) une densite volumique d’ener- 
gie : 

w = 


ou E est la norme du champ electrique cree par la sphere chargee, en ce 
point. 


Contribution de l’interieur (r < R ): 

Si on se refere encore au chapitre 3, paragraphe 7, exemple 2, le champ a 
1’ interieur de la sphere est donnee par : 
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ou encore puisque p 


= q/ 


4 7 

-7 lR 3 
3 

A KQr _ 
E = -gr e ' 


L’energie emmagasinee dans la sphere elle-meme est done : 


* p (Sm) = |»dr=^-| 


r^dr 


En prenant encore dr = 4nr~dr, on trouve : 

)2 r R 


p r . r 




r dr = 

0 10/? 


Contribution de l’exterieur (r > /?) : 

A l’exterieur de la sphere, le champ est donne par : 

s KQ-> 

E = — 

r L 

L’energie contenue a l’exterieur est done : 

Ep(ext) = f wdr= ]-KQ 2 j 
Je sp ext. 2 J/i 




KQ Z 


2 r j-] oo 


Energie totale 


En = 


EG 


2 r 


i r 
To + 2 


KQ - 
2E 




5 /? 


On retrouve bien le resultat precedent. 


Exemple 3. Force d’ attraction entre les armatures d’un condensateur 
plan 

On considere un condensateur plan dont les armatures ont une surface S et 
sont ecartees d’une distance x. 

On suppose que 1’ armature inferieure A est fixe et que 1’ armature superieure B 
est susceptible de se deplacer sous 1’ action des forces electrostatiques qui 
s’exercent entre les deux armatures. 
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On suppose que le condensateur est 
charge de telle sorte que 1’ armature x 
inferieure soit de signe positif et 1’ ar- 
mature superieure de signe negatif. On 
peut prevoir que la force subie par 1’ ar- 
mature B sera verticale et dirigee vers 0 
le has. II s’agit de determiner l’expres- 
sion de cette force. 


1) Condensateur charge et isole (q = cte) 
D’apres le paragraphe 6, on a dans ce cas : 


d E r 


dx 


Comme E n = 


F = -grad E p =A F x = -- 

1 q 1 . 

et C — , on en deduit : 

2 C x 


1 


2 d^: \ C 

q 2 

2C 2 x 2 


1 


1 \ dC 
C 2 / dx 


2e 0 S 


2) Condensateur relie a un generateur ( V = cte) : 


Dans ce cas, on a : 

— > d£ p 

F = +grad Ep F x f = — E l 

1 9 TT 

E v = -CV 2 d’ou : U 

F 2 

p, = V^dC = _V^£_ol = q 2 

x 2 dx 2 x 2 2 e 0 S 


Ainsi, on obtient la meme force attractive dans les deux cas : a charge cons- 
tante ou a potentiel constant. 
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Exercices 


5.1. On considere un condensateur cylindrique 
d’axe A dont les armatures de rayons R\ et Ri 
(Ri > Ri) sont separees par du vide. 

1) Soit V\ — Vo la difference de potentiel entre 1’ ar- 
mature interne et 1’ armature externe du condensa- 
teur, et q la charge de ce condensateur par unite de 
longueur. Rappeler l’expression du potentiel en un 
point M situe entre les deux armatures et celle de la 
capacite C/ par unite de longueur de ce condensa- 
teur. 

2) En utilisant l’energie emmagasinee entre les 
armatures, retrouver l’expression de C/. 


A i r 2 



l 



5.2. Une sphere de centre O et de rayon R contient une charge +3 q (q > 0) repar- 
tie uniformement dans son volume avec une densite uniforme p. A l’interieur de la 
sphere se trouvent trois charges ponctuelles, chacune egale a — q, placees aux som- 
mets A, B et C d’un triangle equilateral de centre O. Les distances OA , OB et OC 
sont egales a r (r < R ) . 

1 ) Donner les expressions : 

- du potentiel V\ cree en A par les charges 
ponctuelles —q placees en B et C, 

- du potentiel Vo cree en A par la distribution 
volumique de charges sachant que 
V 2 (0) = 0, 

En deduire le potentiel total V a au point A. 

2) Calculer l’energie potentielle electrostatique E p (r) des trois charges negatives a 
partir du travail fourni par un operateur qui amene successivement les trois charges 
de l’infini, oil le potentiel est nul, jusqu’en A, B ou C en presence de la distribution 
volumique de charges. 

3) Tracer la courbe E p (r). Determiner la position d’equilibre pour les trois charges 
{—q) . Preciser la stabilite de cet equilibre. 



5.3. 1) Rappeler l’expression du champ electrique E cree en un point M (r.0) par un 
dipole de moment P\, parallelement a 0\x , place en 0\ dans les trois cas suivants : 
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a) 0\M\ = r 

b) 0\Mi = r 

c) 0\M 3 - r 


0\ = (Pi, 0\M\) = 0 
6*2 = (Pi, 0\M 2 ) = vr 

0 3 = (Pi, O^) = | 


M, O, P 


2) Sur la perpendiculaire a Pj menee de 0\, on 
place en M 3 un deuxieme dipole de moment 
dipolaire Pi (voir figure) ; la distance i = O \ M 3 
etant grande devant les dimensions des dipoles. 
Quelle est l’expression de l’energie potentielle 
du dipole P 2 dans le champ de Pi ? 



3) On considere a present une chaine, supposee infinie, de molecules polaires iden- 
tiques, distantes de d, (d est tres grand, devant la dimension du dipole) dans les deux 
configurations suivantes : 


• configuration a : 


chaine r*i 


p 



• configuration (3 : 


chaine H 


p 



On choisit une molecule M quelconque dans la chaine. 

a) Chaine ^aT] 

- Donner l’expression du champ electrique E cree en M par les deux molecules 
situees de part et d’ autre de M, puis celle du champ electrique total E j en M. du a 
la chaine infinie. 

- En deduire l’energie potentielle du dipole place en M dans le champ des autres 
dipoles. 

b) Chaine 

Memes questions que pour la chaine a . 
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On donne : 


1 1 

1 + 23 + 35 + '" 

1 1 


~ 1,2 
~ 0,9 


5.4. Un condensateur plan est constitue par deux plaques metalliques de surface 
5 = 30 cm 2 distantes de x = 5 cm. II est charge sous une ddp de 500 V puis isole. 

1 ) Quelles sont : 

- sa capacite C ? 

- la charge Q de ses armatures ? 

- son energie potentielle E p ? 

Faire 1’ application numerique 

2) On ccai tc les armatures de faqon a porter leur distance a x' = 1 0 cm. 

a) Quelles sont, a la fin de 1’ operation : 

- la tension finale V' ? 

- F energie potentielle E 1 du condensateur ? 

En deduire la variation d’energie potentielle AF du condensateur au cours de l’o- 
peration. 

b) On suppose que l’ecartement des plaques est realise par un operateur de faqon 
quasi statique. Quel est le travail W fourni pai' F operateur ? 

Comparer W et AE' p . 

3) On effectue la meme operation mais en maintenant constante la ddp a 500 V grace 
a une liaison avec un generateur de tension. On neglige la resistance du generateur et 
des fils de jonction. 

a ) Quelles sont, a la fin de cette operation : 

- la nouvelle charge Q' des armatures ? 

- F energie potentielle E" du condensateur ? 

Quelle a ete la variation d’energie potentielle A E" du condensateur au cours de cette 
operation ? 

b) Comrne dans la question 2b, l’ecartement des plaques est realise par un operateur. 
Quel est le travail W' fourni par cet operateur ? Comparer W' et Etablir le bilan 
energetique de l’operation. 
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5 . 5 . 1) Un condensateur de capacite C\ est charge sous une difference de potentiel 
V], puis isole. 

Donner les expressions de la charge <2o ct de l’energie Wq emmagasinees dans le 
condensateur C\ a la fin de f operation. 

2) On decharge le condensateur Ci dans un 
condensateur C 2 , initialement neutre, a tra- 
vers une resistance R. Calculer, a l’equilibre, 
en fonction de Qq, Ci et C 2 : 

a) les charges Q\ ct (J 2 prises par les deux condensateurs, 

b) les differences de potentiel V[ et aux homes des deux condensateurs, 

c) les energies W\ et W 2 emmagasinees dans les deux condensateurs. 

3) a) Ecrire la variation de <71 en fonction du temps au cours de la decharge de Ci 
dans le circuit. 

b) En deduire l’energie Wj dissipee par effet Joule dans la resistance R, en fonction 
de Qo, Ci et C 2 , pendant la decharge de Ci. 

c) Montrer que la variation d’energie du systeme entre l’etat initial et l’etat final cor- 
respond a l’energie dissipee par effet Joule. 


r 

i 


j 


5 . 6 . A) L’energie potentielle d’interaction entre les deux atomes d’une molecule dia- 
tomique d’iodure d’hydrogene (IH) est representee par une expression de la forme : 
a b 

EJx) — H — (potentiel de Lennard-Jones) 

x b x l 2 - 

011 x represente la distance separant les deux atomes, ct a ct b sont deux constantes 
positives. 

1) Tracer la courbe f? p (x). Determiner la valeur xq pour laquelle le systeme est en 
equilibre stable. Quelle est l’energie potentielle E p (x 0 ) correspondante ? 

2) Pour une molecule d’iodure d’hydrogene, l’energie de dissociation est 
Ed = 5 ■ 10” 19 joule et la distance xo = 1,64 A. 

- Quelle est la relation entre Ed et £p(xo) ? 

- Quelles sont les valeurs des constantes a et b ? 

B ) On considere maintenant que la liaison entre les deux atomes de masse m 1 (pour 
l’hydrogene) et m 2 (pour l’iode) est equivalente a un ressort de rappel k, dont la lon- 
gueur au repos est egale a la longueur xo de la liaison a l’equilibre. Les deplacements 
respectifs de m\ et m 2 par rapport a leurs positions d’ equilibre sont x\ et (X 2 — xq). 
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x (equilibre) 


1) Ecrire les equations differentielles verifiees par x\ et X 2 - Deduire de ces deux 
equations 1’ equation differentielle verifiee par la variable x = X 2 — x\. On posera 
1 1 1 

- — 1 (p est la masse reduite de l’oscillateur). 

p m\ m 2 

2) Determiner la frequence propre angulaire tuo de vibration de la molecule, c’est-a- 
dire la frequence du mouvement relatif de la masse m 2 par rapport a la masse m\. 
C) On revient a la molecule d’iodure d’ hydrogene. En utilisant un developpement 
limite au deuxieme ordre de E p (x) au voisinage de x = xq, montrer que la force de 
liaison est effectivement une force de rappel de la forme F x = —k(x — xo) . En 
deduire 1’ expression de k en fonction xo et Ed. 

3 ) A.N. : Calculer : 

- la constante k, 

- la pulsation cuo, 

- la frequence uo des oscillations. 

On donne : m\ = wh = 1,67 • 10 -27 kg 

to 2 = m\ = 127to 1 


CORRIGES 


5 . 1 . 1 ) Par suite de la symetrie, le champ en tout point M est radial et ne depend que 
de r = HM. On prend pour surface de Gauss une surface cylindrique de rayon r, de 
hauteur h et d’axe A passant par le point M oil l’on veut calculer E. 
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T thpnrpmp Hp» frQiiec Hnnnp • 



q R 2 

V 2 -V 1 = — In — 

2nso Ri 


Q = 


q 2 tt£o 

V 1 -V 2 = 


2) Entre les armatures du condensateur, la densite d’energie electrostatique a pour 
expression : 


£0 E 2 


9 


2 &ir 2 £or 2 

L’ energie Wh emmagasinee dans un volume dr de hauteur h est : 


W ‘=lr 

w h = 


w dr 

avec 

dr = 

: 2nrh dr 

q 2 li 

[ R2 dr q 2 h 

R 2 
In — 

47T£0 , 

J R\ r 

47T£0 

R\ 
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W h q 2 R 2 

Par unite de longueur, on a : W\ = — = In — 

h Atteq R\ 


1 q- 

et comme W \ = , on obtient 

2 Ci 


Q = 


27T£o 

« 


qui est bien l’expression trouvee dans la l re question. 


1 . 2 . 1 ) On a : 

V\ = Vb + Vc (potentiels crees en A par les 
charges placees en B et C). 


Vx = - 


2 Kq 
AB 


2 Kq 
r\J 3 


En un point interieur a la sphere de rayon R, 
le champ E cree par la distribution spherique 
est radial et a pour norme : 



E r = 3Kq — (voir chapitre 3 , exercice 3) 


L> = 


/ 


E dr = 


3 Kqr 2 


2 R 3 


+ C 


Or : V 2 (0) = 0 =>■ C = 0 

On en deduit le potentiel total au point A : 

V A = Vx + V 2 = 


v 2 = — 


3Kqr 2 
2 R 3 


2 Kq 3Kqr 2 


,-V3 2 Ri 

2) Travail pour amener la charge — q de l’infini en A, en presence de la distribution 
volumique : 

Wi = -q(V 2 - Poo) = ~qV 2 


Travail pour amener la charge — q de l’infini en B, en presence de la charge —q en 
A et de la distribution volumique : 


W 2 = -q(V 2 + V B ) 
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Travail pour amener la charge —q de l’infini en C en presence des charges —q en A 
et B et de la distribution volumique 

W 3 = -q(V 2 +V B + V c ) 


D’ou l’energie potentielle : 

E p (r) = Wi + W 2 + W 3 = -3 qV 2 - q( 2V B + V c ) 

Ep(r) = -3 q 
E p (r) = 3 Kq 
3) Pour r < R, on a : 


3 Kqr 2 ' 


3 Kq' 

2R 3 

9 

r*J 3 . 


3 r 2 1 
L2^ + ^3j 


Ep(r) = 3Kq 2 


dE v ~ 

= 3 Kq 2 
d r 


d E 


3 r 2 1 


3 r 


IR 3 r 2 -s/3 J 


— ^ = 0 => 3r 3 V3 = R 3 soit r = — 

dr V3 


Tableau de variation : 
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Pour r = r e — l’energie potentielle 
v 3 

des trois charges est minimum, done r e cor- 
respond a une position d’equilibre stable. 



fs 


5.3. 1) 


E i 

0 1 P 1 M 1 



D’apres le paragraphe 8 du chapitre 2, le champ electrique cree par un dipole Pi en 
un point M(r,9) est : 


-> 2 K P\ cos 9 _ K P\ sin 9 _ 

E — r e r -| 5 no avec 


9 — (P,OM) 


a) 9 = 0 E i = 


2 KP\ 


°1 R M 1 


M 2 E 2 

- 2KP\ _ ~ 1 I 1 

b) 9 = it E 2 = 3 — e r [ - 0 l P 

e o 


o 

o 

o 

X 

a - 7T 

A- Pi _ 

E n e o 

1 e 

# 3 

J c)0=- 
■§ 2 

II 

cc. 




°i p 1 
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2) L’ energie potentielle du dipole Pi dans le champ 
de P\ est : 

Ep — Pi ■ E\ 

(oil E\ est le champ cree en M 3 par le dipole Pi). 
Or, d’apres la l re question : 


KPi 

.3 


Em 3 = — —eg avec P x eg = -Pi 
K P 1 


Ei = -- 


£ 3 


= -p 2 .f-^iW^ 


(Pl,P 2 ) = 7T 


p ;-*■ 

Pn= - 


/ 3 

KP\Pi 

£ 3 


J 1 p 


3) a) Chaine [~cT| 


N P M P N> P 


• Champ cree en M par le dipole place en N : 

2 KP 

Champ cree en M par le dipole place en N' : 

2 KP 
~d3~ 


Eni = 


Le champ E cree par les molecules situees de part et d’ autre de M est done 

2 KP 


E = E^ + Emi = 


d 3 


En groupant les dipoles deux par deux, on obtient pour le champ total en M : 
4 KP 4KP 4 KP 

Et ~ r/3 + (2c/) 3 + (3d 3 ) + ' ' ' 
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• Energie potentielle du dipole place en M dans le champ des autres dipoles : 


KP 

E p = —P ■ E t = —P ■ 4,8 = -4,8 

d i 


KP 2 

~d*~ 


b) Chaine |~/?j 


I— 


Champ cree en M par les deux dipoles places cn /V| et N[ 

4 KP 

Champ cree en M par les deux dipoles places en Ni et N' 2 

4 KP 

E' = + 


E = 


(2d) 2 


Le champ electrique total E j cn M est done : 


Et — — 


4 KP 

~di~ 


1 1 

l ~2? + 33 ~ 


= —3x6 


KP 

~cP 


L’ energie potentielle du dipole place en M est done cette fois 

3,6 KP 2 


E v = -PE t = 


d 3 


5 . 4 . 1) La capacite C, la charge Q et l’energie potentielle du condensateur sont 
respectivement : 


c = £ oS 

X 

Q = CV = C(V i - V 2 ) 
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A.N. : 


1 30 • 10~ 4 n 

C = jr - - 5,3 • 10' 13 F 

36vrl0 9 5 • 10~ 2 

2 = 5,3- 10~ 13 x 5 • 10 2 = 2,6 • 10“ 1() C 
E p = -5,3 • 10" 13 x 25 • 10 4 = 6,63 • 10~ 8 J 


2) a) Quand l’ecartement des plaques est x' , la capacite C est : 

c , _ £o 5 _ £o 5 x_ _ C 
~ ^ ~ ^ x' ~ 2 


La charge Q ' restant constante au cours de l’operation, on a : 


Q = CV = C'V 


, C x 
V ' = V— = V- = 2V 
C' x 


, 12 l 2 

E' = = 2E V 

p 2 C 2 C/2 p 

A E' p = E’ V -E V = 2E P -E V = E P 


b) Si l’operateur deplace V armature portant 
les charges negatives dans le sens des x > 0, 
la force qu'il exerce doit etre egale et opposee 
a la force electrique a laquelle est soumise 
cette armature : 


Fon = ~F e 



En appelant p la pression electrostatique, on a : 


F, = 


f - 

-pbi = i 

2eq 


Con = 


crS 

2eq 


Le travail W de l’operateur est done : 

jfiv ■£ = /’ 


W = 


a 2 S 

2e 0 


dx = 


jT 


2 s 0 S 


dx 
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Comme la charge Q est constante, on a : 


Q 1 ( x 


Q 2 ( 1 l 


W = =-[ — = =-[ \ = E'-E 


2 \e 0 5 eqS) 2 \C' C 


Par consequent : 

L’ augmentation d’energie potentielle du condensateur est due uniquement au travail 
de l’operateur. 


3) a) Cette fois, V = cte . 
On a done : 

Q Q! 
v = — — — 

c a 


C' x 

Q'=Q-^ = Q- 


L’energie potentielle du condensateur est alors : 

„ 1 , 1 Q 1 

p 2 2 2 2 p 

D’ou la variation d’energie potentielle du condensateur : 

ae; = e''-e p = ^-e p = ~^ 

b) A chaque instant du processus, on a : 


F op = ~F e = — i 

2eq 


Q CV £ 0 5 t/ V 

^ = ~^V = eo- 

O o X o X 

s <?S 7 EoSV 2 7 
op ~ 2eo'- 2x2 1 


Le travail de l’operateur est alors : 


W' = F nri ■ dx = 


eqSV 2 f x dx 


, e 0 SV 2 / 1 1 \ V 


2 \ x x’ 


7-77 =^-(C-C') 


W' = E p — E'' = — A£" 


Oi | <N 



142 


|~5l Energie electrostatique 


Cette fois la variation d’energie interne est P oppose du travail de l’operateur : 
A E" = -W'. 

En effet, si nous faisons le bilan energetique au cours de l’operation, la variation d’e- 
nergie potentielle du condensateur est due : 

- au travail W de l’operateur, 

- a 1’ energie fournie par le generateur A E g pour maintenir la tension V — cte. 


A Eg = V(Q' - Q) = V 2 (C' -C) = -2 W' 

= 2A e ; 


On retrouve bien ; 


W' + A E g = -A E" + 2AE" = A E" 

6 F P P 


5.5. 1) A la fin de l’operation, la charge <2o du condensateur C\ est : 


Qo = C\V\ 


et son energie Wq est : 


W 0 = l -CxV 2 


2) a) Pour le circuit ferme ABC A, on a : 



B, 


,C 


(Ya ~ V B ) + (V B - V c ) + ( Vc - V A ) = 0 


Par consequent : 



(1) 


Quand l’equilibre est etabli, on a : 


i = 0 qi = Qi q 2 = Qi 


II vient, en remplaqant dans (1) : 



Qa_ _ 22 _ Q\ + Qi _ Qo 

C i C 2 C\ + C 2 C\ + c 2 


D’ou : 
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Q\ = Qo- 


C, 


Qi = Qq- 


C 2 


Cl +C 2 C] + c 2 

b) On en deduit les tensions aux bornes des condensate urs : 


v; = |i = 


<2o 


Ci Cj + c 2 


et 


V! = ^ = 


Qo 


C 2 Ci + c 2 


cj Les energies emmagasinees par les deux condensateurs sont : 

Ql l _ l 

- et Wo = - 

2 


1 ,0 1 

Wi = - C\V 2 = -Cl 

2 1 2 1 (Ci + C 2 ) 2 


Wo = - Co_ V!f = -Co_ 


Ql 


2 " (Ci + C 2 ) 2 


3) b) Au cours de la decharge de Ci dans le circuit, le courant i qui traverse la resis- 
tance R a pour expression : 

• - dqi 
1 ~ d t 

Comme q\ + qo = Q 0 , l’equation (1) s’ecrit : 

_qi_ _ Qo-qi = 0 

Cl d t C 2 


soit : 


On pose : 


d<?i 


R — — h qi I — — h — I — — 0 


d t 


1 _ i 1 

C ~ ~c[ + ~C~2 


,dx 


Cl c 2 


et 


Qo 


Co_ 


q\ Qo 

x ~ a Co_ 


L’equation (2) s’ecrit : RC' \- x = 0 

d t 

Elle a pour solution : 


<7i 


-4^ , Qo 


x = Ke RC' d’oii — = Ke RC -\ 

a c 2 

Determination de la constante K : 
a 1’ instant t = 0, debut de la decharge, on a : 

Qo Qo _ Qo 

C' C 2 ~ Cl 


q\ = Qo 


K = 


(2) 
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Finalement, on obtient : 


Qo —j^r ^ Ci 
= ~rr e RC + Qo-pr—, ~ 

Ci Ci + C2 


b) Au cours de la decharge, le courant i 
qui circule dans le circuit s’ecrit : 

/ = = Qo e —jg 

d t RC\ 

L’ energie dissipee par effet Joule pendant le temps d t est : 

Ql 



Wj = 


_Gj 

RC 


u c 

\ Jo 


RC\ 


1 _^C Ql RC' , C' 

e RC At = — %— - = Ql y 

RC\ 2 °2 RC\ 


De plus, 


C’ = 


CiC 2 


c 1 + C 2 

c) Energie du systeme a l’instant initial : 


Wj - 


QlC 2 


2Ci(Ci + C 2 ) 


1 Ql 

Wq = 

2 Ci 


Energie du systeme a 1’ instant final : 


Ql 


Wi + W 2 = - 

“ 2 Cl + C 2 


La variation d’energie est done : 

W„ - (Wi + W 2 ) = \Ql 


1 

Cl 


1 


Ci + C2 


QIC2 


2Ci(Ci + C 2 ) 


Par consequent, elle correspond bien a l’energie dissipee par effet Joule. 


5.6. A) 1) E p = —ax 6 + bx 12 



Ax 


— - = 6 ax 1 — 12 bx 13 
Ax 

- -■(!)" 


= 6x 7 (a — 2 bx 6 ) 

xo est une position d’equilibre. 
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Tableau de variation : 



° U) + °° 

dE p 

dx 

+ 

o 

1 

E p 

+°° 0 
~4b 



Pour x = xo, on a : 

a ( a \ a 2 

E v^ = Tb{- a + b Tb) = -4b 


C’est le mi nimum de E p , done l’equilibre en xo est stable. 

2) L’energie de dissociation de la molecule est l’energie qu'il faut fournir a la mole- 
cule pour eloigner un des deux atomes a l’infini, a partir de sa position d’equilibre. 
On a done : 

Ed = Ep (xo) 
a 2 

solt : Ed = 4b 

-=4 } 

Or ^ > =>■ a = 2EdX o et ^ = Ed Xq 2 

4b ’ 

A.N. : a = 2 x 5 • 10“ 19 (1,64 - KT 10 ) 6 => a = 1,95 • KT 77 S.I. 

b = 5 • 10“ 19 (1,64 - 10" 10 ) 12 =>■ b = 1,89 • 1(T 136 S.I. 

B) 1) Les equations differentielles verifiees par x\ et x-i sont : 


m\x.\ = k{x 2 — x\ — xo) 
ni 2 X 2 = —k(x 2 — xi — Xq) 


En posant X 2 — xj = x, on obtient : 


x'l = — (x - x 0 ) 
m i 


X2 = (X - Xo) 

m 2 


M 

m l m 2 

: eihH-V *r x 

jXq (equilibre) 
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On en deduit 


soit 


/ 1 1 \ 

X2 - X\ = -k \ 1 (x - xo) 

\m\ m2 J 

k 111 

x = (x — xo) avec — = 1 

fi 1 1 m\ m2 


2 K 

2) Si on pose ujZ = — , la solution de 1’ equation differentielle est de la forme : 


x = A cos {ujQt + (p) avec tuo = / — 

b 


OJQ 

La molecule a un mouvement de vibration sinusoidal, de frequence iA) = — , 

27 r 

de la position d’equilibre. 

C) E v = — ax -6 + bx~ 12 

Le developpement limite au 2 e ordre de £ p (x) au voisinage de x = xq s’ecrit 


/ dE v , 

E p (x) = £ p (x 0 ) + (x - x 0 ) — - + 


\ dx 


(X - Xq) / d 2 £ p 

2! \~dx^ 


+ ... 


On a successivement : 


Ep(x) ~ 4 b 

— ^ = 6 axE 1 — 12 bxE n = 0 
dx 


d 2 £ p 

dx 2 


= — 42nx _s + 156foc~ 14 = 6x- x [-7fl +26bx~ b ] 


d 2 E v 

dx 2 


6a 1 , „ , 

= — — • — ^ ( — la + 26 b — ) = 


2b 


2b 


18 a 2 
bx 2 


Au voisinage de xq, on peut done ecrire E p sous la forme : 


En — 

p 4b 


(x — xo)" 18 a 2 
2 bx q 


Ed 7 

-Ed + 36 — (x - xo) 2 


— > d E„ _ 

F = -grad E p = — — ^ e 
dx 


autour 


Puisque 
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F = 


—72Ed (x - x 0 )e x 


Cette force de liaison est bien une force de rappel de la forme F — —K(x — xo)e x 

72E d 


4) A.N. 


K = 


72 x 5 • 1(T 19 

K = — — 1 338 N • nC 

(1,64- 10~ 10 ) 2 


w 0 = 


k(tni + m2) 
m 1 m 2 


1338 


1,67- 10- 


128 

127 


9- 10 14 rad • s" 


w 0 


= — = 1,43 • 10 Hz 
27T 
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Le courant electrique 
dans les milieux conducteurs 


6.1. LES CHARGES MOBILES 

Les charges etudiees en electro statique sont des charges immobiles. Qu’elles 
soient liees a l’atome ou qu’elles soient « libres », l’equilibre electrostatique 
implique qu’elles restent fixes. Quand on veut etudier les charges mobiles, on 
doit introduire un autre champ, le champ magnetique B et aussi une densite 
de courant j rendant compte du deplacement des charges. Relier cette densite 
de courant j en un point d’un conducteur, au champ electrique E en ce point, 
constitue le but de l’electrocinetique. 

■ Differents types de conducteurs 

a) Les metaux 

Chaque atome libere un electron en moyenne. Le volume du metal contient 
deux types de charges de densites volumiques egales et opposees : les charges 
positives, constitutes par les atomes donneurs d’un electron, qui sont suppo- 
sees fixes et les charges negatives, les electrons liberes, qui sont des charges 
mobiles. Le nombre d’atomes par cm 3 etant de l’ordre de 10 23 , la densite 
volumique de chaque type de charge est : 

p = ±1,6 • icr 19 X 10 23 = 1,6 • 10 4 C • cm- 3 

b) Les semi-conducteurs intrinseques (Ex : Si, Ge purs) 

A chaque atome qui libere un electron et qui devient un ion positif fixe, cor- 
respond un atome qui capte un electron (ce qui revient a liberer un « trou » de 
charge +e), cet atome devenant un ion negatif fixe. 
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On a ainsi une creation de paires electron-trou qui croit exponentiellement 
avec la temperature. Dans le cas du silicium, a 300° K par exemple, le nom- 
bre d’electrons (ou de trous) par cm 3 , est de l’ordre de 7 • 10 l() compare a 10 23 
pour les metaux. 

c) Les semi-conducteurs extrinseques (Ex : Si, Ge dopes) 

Si on diffuse dans du silicium intrinseque de valence 4 des atomes a 
5 electrons de valence (As, P), ces demiers liberent chacun un electron, deve- 
nant des ions positifs fixes. Les electrons liberes ont une densite egale a celle 
des atomes donneurs. Si le taux d’impuretes introduces ou dopage est de 
10 -7 , cette densite est egale a 10 23 x 10 -7 = 10 16 electrons/cm 3 , comparee 
a 10 23 pour les metaux. Un tel semi-conducteur est dit de type N (pour nega- 
tif). 

Inversement, si on diffuse dans du silicium des atomes a 3 electrons de 
valence (Ga, In), ces demiers vont capter chacun un electron, ce qui revient a 
liberer un trou de charge +e. Ces atomes dits accepteurs vont devenir des ions 
negatifs fixes. Le semi-conducteur est alors dit de type P (pour positif). 

d) Les electrolytes 

Dans ce cas, les molecules se dissocient en deux ions de signes contraires. II 
n’y a pas de charges fixes. Les densites volumiques des ions libres positifs et 
negatifs sont egales et opposees. Elies sont de l’ordre de 10 16 a 10 21 /cm 3 . 

e) Les gaz ionises 

Les molecules d’un gaz a faible pression peuvent etre ionisees par liberation 
ou capture d’electrons. Les ions obtenus constituent des charges libres, 
respectivement positives ou negatives. 


6.2. LE COURANT ELECTRIQUE 

6.2.1 Vecteur densite de courant 

On peut se limiter, pour le moment, a un seul type de porteurs, les electrons 
par exemple. 

Sous 1’ action d’un champ electrique E , chaque electron acquiert une vitesse. 
En designant par v, la vitesse moyenne de l’ensemble des electrons (on dit 
aussi vitesse d’entrainement ou de derive ), et par p la charge volumique du 
milieu, on definit le vecteur de courant en tout point du milieu par : 

j = pv 


( 6 . 1 ) 
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ou encore, puisque p = —ne ou n est le nombre d’ electrons par unite de 
volume et e la valeur absolue de la charge de 1’ electron : 


j — —ne v 


(6.2) 


6.2.2 L'intensite du courant electrique 

Soit <I> le flux de j a travers une surface (5) orien- 
tee (s’appuyant sur un contour (C) oriente). 

On a : = j j ■ dS 

Le flux elementaire 

j ■ dS = pv ■ dS 



represente la charge contenue dans le volume du cylindre de longueur v s’ap- 
puyant sur dS ; c’est aussi la charge qui traverse dS pendant l’unite de temps. 
On peut done ecrire : 



d Q 
dt 


= / 


(6.3) 


definissant ainsi l’intensite du courant qui traverse ( S ), laquelle s’exprime en 
ampere (A) : 1 A = 1 C • s~ J . 

6.2.3 Lignes et tube de courant 

Une ligne de courant est definie comme une ligne 
tangente en tout point au vecteur densite de cou- 
rant j . 

Un tube de courant est forme par 1’ ensemble des 
lignes de courant s’appuyant sur un contour ferme 

(C). 

Ses generatrices sont done tangentes a j en tout 
point. 
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6.2.4 Differentes formes de conducteurs 


a) Conducteurs filiformes 

Si la section S d’un conducteur est constante et tres petite devant sa longueur, 
on admet que le vecteur densite de courant est uniforme : 



s’ exprime en A • m 


b) Conducteurs massifs cylindriques 

On a : I = [ j • d$ 

J(S ) 


Si j est uniforme, on a encore : 



s’ exprime en A • m 


c) Nappe de courant 


C’est le cas d’un ruban mince ou d’une couche mince. On definit alors une 
densite surfacique de courant (exprimee en A • m _ 1 ) donnee par : 


js = a v 

oil o est la charge libre surfacique. En introdui- 
sant la ligne AB, perpendiculaire en tout point 
a j s , l’intensite du courant le long de la nappe 
est : 


( 6 . 4 ) 



I = 


L 

JAB 


js'Ndl 



( 6 . 5 ) 


Si j s est uniforme, on a : 



6.2.5 Ordre de grandeur 

La vitesse de derive des electrons due au champ applique E est tres inferieure 
a la vitesse des electrons due a l’agitation thermique : 
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Vitesse d’ agitation thermique 

Dans ce mouvement tout a fait aleatoire, l’energie moyenne d’un electron est 
de l’ordre de quelques eV. Si on identifie une energie de 1 eV a l’energie cine- 
tique de 1’ electron, on trouve : 


£ — 




vo 


2 x 1,6- l<r 19 
9,1 • 10~ 31 


= 0,6- 10 6 m-s“ 1 


A cette vitesse ne correspond aucun courant electrique : 1’ agitation thermique 
etant desordonnee, la vitesse moyenne vectorielle correspondante est nulle. 

Vitesse de derive 

Soit un fil de cuivre parcouru par un courant de densite 10 A/mm 2 . Pour le 
cuivre, on a : 

1 masse atomique M = 63,6 g 
masse volumique [i = 8,8 • 10 3 kg • m -3 


En admettant que chaque atome libere en moyenne un electron libre, on peut 
trouver le nombre n d’electrons libres par m 3 , soit : 


oil est le nombre d’Avogadro. 
On trouve 


8,8- 10 3 x 6,02- 10 23 
63,6- 10- 3 


= 0,83- 10 29 


electrons -m 


On en deduit : 


|p| = ne = 0,83 x 10 29 x 1,6 • 10~ 19 = 1,33 • 10 10 C • m -3 



10 • 10 6 
1,33 • 10 10 


= 7,5 • 10 ~ A m-s~ X 


La vitesse de derive des electrons est tres faible devant la vitesse d’ agitation 
thermique. 
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1) A la vitesse de 7,5 • 10 -4 ms - 1 , il faudrait une heure a un electron pour ,/ 
parcourir une distance de 2,7 m. Par consequent, lorsqu’on allume une » 
lampe a partir d’un interrupteur, ce n’est pas le nuage electronique mis en 
mouvement au niveau de 1’ interrupteur qui va intervenir dans l’echauffe- 
ment du filament de la lampe. 

En fait, la fermeture de l’interrupteur se traduit par la propagation le long 
du fil d’un signal correspondant au champ electrique, signal qui se propage 
a une vitesse tres elevee, de l’ordre de la vitesse de la lumiere dans le 
conducteur. Ce signal arrive presque instantanement en tous les points du 
circuit, mettant en mouvement des nuages electroniques autour de chaque 
point. 

2) On peut generaliser la relation j = —nev etablie dans le cas d’une 
conduction electronique, au cas ou l’on aurait des porteurs de charges de 
natures differentes. On aura alors : 

j = 'Yh n kqkVk ( 6 . 6 ) 

k 

la sommation se faisant sur toutes les especes de particules concernees. qk 
represente alors la valeur algebrique de la charge de la particule de type k. 

En particular, dans le cas d’un semi-conducteur ou les charges positives et 
negatives se deplacent en sens inverse sous l’action du champ applique, on a : 


j =p+v+ + p_v- 
j =e(n + v+-n-v-) 


Par consequent, les densites de courant des charges positives et negatives 
sont de meme sens. 

On notera que j et E sont toujours de meme sens. 



6.3. EQUATION DE CONTINUITY 

Soit S une surface fermee entourant un volume r 
d’un conducteur. 

Supposons que la charge volumique p soit une fonc- 
tion de temps. Pendant un intervalle de temps d/, la 
variation de charge qui en resulte dans un volume 
elementaire dr, s’ecrit : 

dq = — dt dr 
H dt 
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d’ou la variation de charge pour le volume r : 

q = [ dt dr 
J(T) °t 


Par ailleurs, l’intensite du courant traversant un element de surface dS est : 


dl = j • dS = j ■ N dS 

ou N est le vecteur unitaire de la normale sortante. La charge totale transferee 
pendant le meme intervalle de temps est done : 

q' = dt I j ■ N dS 
J(S) 

ce qui s’ecrit, d’apres le theoreme d’Ostrograsky : 
q' = dt / div j dr 

hr) 

La loi de conservation de la charge pour un systeme isole entraine que : 


q + q' = 0 


soit 


[ — dr+ f divj'dr=0 

J (r) J (r) 


Cela etant vrai pour tout volume (r) , on en deduit que : 


div j + 


dp 

dt 


= o 


(6.7) 


Cette equation constitue f equation de continuite, qui regit tout phenomene de 
transfert de charges. Elle traduit l’idee que dans un circuit, il ne peut y avoir 
d’ accumulation de charges, ni de courant : e’est la formulation locale de la loi 
de conservation de la charge electrique. 


■ Cas particulier d'un regime stationnaire 

Un regime est dit stationnaire (ou permanent) si la distribution des charges et 
des courants est independante du temps. Par consequent : 


dp 

dt 


= o 
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Autrement dit, la charge contenue dans le volume dr est renouvelee par le pas- 
sage du courant, sans aucune variation de la charge volumique. C’est le cas du 
courant continu. 

L’ equation de continuity se reduit alors a : 


div j = 0 


II en resulte que : 



• NdS = 0 


Cette equation exprime que le flux de j est 
conservatif. En d’autres termes : 

- 1’ intensity du courant se conserve a travers un 
tube de courant. 

(Si) et (S 2 ) etant deux sections differentes du 
tube, on a : 

/(Si) = /(S 2 ) 


- A un noeud de circuit, la somme des courants 
algebriques (par exemple positifs s’ils arri- 
vent, negatifs s’ils partent) est nulle : 


y t Ik — 0 (l°i des noeuds) 
K 


(6.9) 


(6.8) 




1) Les courants altematifs de la forme / = Iq cos (cut + a) correspondent 
a des regimes quasi stationnaires dans la mesure ou l’on peut considerer I 
a chaque instant comme etant la meme en tout point d’un tube de courant. 

2) En regime stationnaire ou quasi stationnaire, la conservation de 1 le 
long d’un tube de courant implique que les circuits electriques doivent etre 
fermes. (Exemple de circuit ouvert : une antenne traversee par un courant 
alternatif et emettant des ondes electromagnetiques.) 

Le circuit devant etre ferine et la necessity d’ avoir un champ E pour entrai- 
ner les charges libres impliquent 1’ existence (dans le circuit) d’un genera- 
teur capable d’appliquer la d.d.p. necessaire. 

3) Dans le cas d’une conduction par plusieurs types de porteurs, il est bien 
evident que l’equation de continuity doit etre verifiee par chaque type de 
porteurs. 


i 
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6.4. CONDUCTIVITY ELECTRIQUE : LOI D'OHM LOCALE 

II s’agit d’ exprimer la densite de courant j dans un conducteur, en fonction du 
champ applique E, en partant tout simplement du principe fondamental de la 
dynamique applique a une particule de charge q et de masse m. 

On suppose la variation de E au cours du temps nulle ou faible en chaque 
point du conducteur (regime stationnaire ou quasi stationnaire). 

6.4.1 Premier modele 


V = —Et + Vo 
m 


Visiblement, cette vitesse (et par consequent j ) tend vers l’infini au cours du 
temps, ce qui ne peut etre satisfaisant. La solution consiste a envisager les 
« chocs » multiples que subit la charge q dans son mouvement, notamment 
sur les atomes du reseau cristallin. 

Tout d’abord, la vitesse initiale Vq etant aleatoire, sa valeur moyenne vq est 
nulle. En designant par r le temps moyen separant deux chocs successifs, la 
vitesse de derive s’ecrit : 


On en deduit : 


v = (V) 


qE 

T 

m 


j = pv 


2 

nq t - 
— — E 
m 


puisque p = nq ou n est le nombre de charges par unite de volume. 

La relation cherchee s’ecrit : 

(6.10) 
(6.11) 

a est la conductivity electrique du materiau, elle s’exprime en siemens par 
metre (s • m _ 1 ) . 

La loi j = aE constitue la loi d’Ohm dans sa forme locale, valable en tout 
point du conducteur. 
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6.4.2 Second modele 

II consiste a introduire l’effet des chocs par l’intermediaire d’une force de 
frottement opposee a la vitesse de derive et de la forme : 

- m v 

T 

Dans ce cas, la loi fondamentale de la dynamique s’ecrit : 

dr m v 

m 1 = a E 

dt r 


dont la solution est : 


v = 


qr -> 

— E + vq e T 
m 


Au bout d’un temps suffisant, la charge « relaxe » vers le regime permanent, 
ou l’on a : 



m 


expression trouvee precedemment. 


• On definit le libre parcours moyen de la charge q comme etant : 

r 2 

l = vr=q — E (6.12) 

m 

• La loi d’Ohm a des limites de validite : energie electrique de l’ordre de 
l’energie thermique, effets non lineaires, etc. Elle reste cependant vala- 
ble en regime sinusoidal jusqu’a des frequences tres elevees, de l’ordre 
de 10 12 Hz. 


f 


6.4.3 La mobilite des porteurs 

La mobilite // est definie par la relation : 

v = ixE 

_ T -<■ 

et comme v = q — E 

m 


(6.13) 


qr a 

on a : fx = — = — 

m nq 

La mobilite definie ainsi est une grandeur algebrique, qui a le meme signe de 
la charge q. Elle s’exprime en m 2 • V -1 • s _1 . 
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6.4.4 Resistivite electrique 

La resistivite p est definie comme 1’ inverse de la conductivite : 

1 1 

p — — — elle s’exprime en £2 • m. 

a n\qp\ 

6.4.5 Ordres de grandeurs 

Pour le cuivre a 20 °C, on a : 

p= 1,72- 10“ 8 fi-m ==> a = 5,8 • 10 7 • m _1 

En prenant n = 10 29 electrons/m 3 , on trouve : 

am 5,8 • 10 7 x 9, 1 • 10~ 31 14 

10 29 x (1,6 • 10 l9 ) 2 

Si on adopte la valeur de la vitesse v calculee au paragraphe 6.2, soit 
v = 7,5 • 10 -4 ms -1 , on obtient pour la mobilite : 

er 1,6 • 10~ 19 x 2 • 10 -14 

N = — = Ti 

m 9,1 - 10- 31 

~ 35 • 10“ 4 m 2 • V -1 • s- 1 = 35 cm 2 • V -1 • s -1 


Dans le cas du silicium a 20 °C, les mobilites des electrons et des trous sont 
respectivement : 

H e = —1 700 cm 2 • V -1 • s _1 


p t = 250 cm 2 -V 1 • s 1 

Les expressions precedentes montrent que la conductivite a depend a la 
fois de la mobilite p et du nombre n de porteurs par unite de volume. 

Dans les conducteurs n est independant de la temperature, mais comme // 
decroit quand la temperature augmente, a diminue egalement, et par conse- 
quent p augmente. La loi de variation de p avec la temperature est : 


P = Po(! + at ) 


aVCC Q: “ 273 (degr< ^ 


-1 


et pq la resistivite a t = 0° Celsius. 
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A l’inverse des conducteurs, les semi-conducteurs intrinseques ont une 
conductivite a qui augmente avec la temperature. A T = 0 °K, cette 
conductivite est nulle. 

Dans le cas des materiaux supraconducteurs, la conductivite devient infi- 
nie a des temperatures tres basses ( T < 7 °K pour le plomb). 



6.5. RESISTANCE ELECTRIQUE : 

LOI D'OHM MACROSCOPIQUE 

Considerons un conducteur limite par 
deux sections ( Sa ) et (Sq), portees 
respectivement aux potentiels V a et Vb, ' 4 
grace a un generate ur (G) fermant le cir- 
cuit. 

On peut ecrire : 

V A -V B = Le- dt 

Jab Jab & 

En regime stationnaire on peut definir la densite de courant en un point comme : 

I 

j ~S 

oil I est l’intensite du courant et S l’aire de la section droite du conducteur en 
ce point. 

On a done : V a — Vb 


L 


- ■ dt 


I C d£ 
& Jab S 


En introduisant la resistance R du conducteur donnee par : 


= l -i 

^ JAl 


- . 

R = - u T 

Jab 


qui s’ exprime en ohms (^) on obtient : 

V A -V B = RI 
qui constitue la loi d’Ohm macroscopique. 

■ Cas d'un conducteur cylindrique 

1 f 

Dans ce cas, la section est constante, on a : R = — / d l = 

oS Jab 


(6.14) 


1 l 
aS 


R = ± 
aS 


(6.15) 
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II convient de bien noter les conventions adoptees pour definir les signes 
des courants et des d.d.p. 


SiV A > V B , I entre par A et sort par B ; on ecrit : 1 r A 

Vab = V a -V b = RI r 


Si V \ < V B , I entre par B et sort par A. II v AH - m 
convient d’ecrire : a 


Vab = V A -V B 


-RI 


I' 

I' 


Exempt e 1. Resistance d’un conducteur non cylindrique. 

Calculer la resistance d’un conducteur occupant 
l’espace compris entre une sphere de centre O et de 
rayon R\ et une sphere concentrique de rayon 
R 2 > R i , le courant arrivant par le centre et sortant 
par la peripherie. On admet que les lignes de cou- 
rant sont radiales. 

Les lignes de courant etant radiales, on peut prendre comme section du tube 
de courant la surface d’une sphere de centre O et de rayon r tel que 
R\ < r < • O n a alors : 

de _ 1 f R2 dr 
S <7 J Bl 471T 2 




1 

" r 

Ri ^ 

' 1 

1 ' 

47TCT 

r 

Ri 47ra 

_R~i 

~R~2. 


6.6. ASSOCIATION DE RESISTANCES 

6.6.1 Resistances en serie 

On a : 


r 2 


Va~V b = Ril + R 2 I = (R i + R 2 )I 


A 


B 
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6.7 ROLE DU GENERATEUR : FORCE ELECTROM OTRICE 
Resistance equivalente : R — R\ + R2 


R = J2 R I: 

k 


(6.16) 


6.6.2 Resistances en parallele 

On a : 

V A -V B = Rih = R 2 I 2 
— R(h + h) 

h 


Par consequent : 
D'ou : 


R 



Ri h + h 

R 2 

h + 12 

R R 

1 

1 

1 

— + — = 1 

et — = 

1 

Ri R 2 

R 

R 1 

R2 


- = J2 — 

” ^ Rk 


(6.17) 


6.7. ROLE DU GENERATEUR : FORCE ELECTROMOTRICE 


Soit un generateur (G), appliquant une d.d.p. 
Va - V B > 0 aux bornes d'un conducteur 
AB. 

En regime stationnaire ou quasi stationnaire, 
on a div j = 0 en tous les points du circuit, y 
compris dans le generateur, et les lignes de 
champ sont des courbes fermees. 



Si le conducteur etait ferme sur lui-meme, on aurait : 


soit : 


E ■ 61 = 0 


puisque E = -gracl V 



ce qui entrainerait j = 0 
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Par consequent, si le generateur etablit un champ E entre A et B dans le 
conducteur, c’est qu’il est lui-meme le siege d’un champ E m dit champ 
electromoteur (non electrostatique), qui transporte les charges (supposees 
positives pour simplifier) de V# a V a > V#, leur faisant ainsi remonter le 
potentiel, alors que le champ electrostatique E les transporte de V a et Vb 
dans le conducteur. C’est la circulation de ce champ E m dans le generateur 
qui assure la d.d.p. V a — Vb- 

Cette circulation est appelee force electromotrice e du generateur (f.e.m.), 
bien qu’elle ait les dimensions d’un potentiel. On a : 


e = [E m -d£ = V A -V B 

JAB 


(6.18) 


Le champ E m peut avoir des origines chimiques (piles et accumulateurs) ou 
magnetiques (f.e.m. induite). 

■ Generateur en circuit ouvert : 

La borne au potentiel le plus eleve constitue la 
et 1’ autre borne, la borne negative. 

On a simplement : e — Va — Vb > 0 

■ Generateur en circuit ferme : 

En se referant a la loi d’Ohm, on a : 

e=V A -V B = (R + r)I 

Si le generateur a une resistance r non negligeable, celle-ci preleve sur e la 
chute de tension (ou chute ohmique) rl avant de delivrer Va — Vb aux bor- 
nes A et B. On a done : 



e-rl = V A ~V B = Rl 


e 

R + r 


(6.19) 
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■ Trongon de circuit comportant un generateur 


r 


V A -V B = rI-e 


( 6 . 20 ) 



■ Cas d'un recepteur 

Alors que pour un generateur, le courant sort du pole positif et rentre par le 
pole negatif, pour un recepteur, le courant suit le chemin inverse : il sort par 
le pole negatif. Dans ce cas, la f.e.m. qui est toujours positive, est appelee 
force contre-electromotrice. 

Dans un circuit complexe, comprenant des generateurs et des recepteurs, il 
peut arriver que le courant d’un generateur sorte par le pole negatif. Dans ce 
cas, ce generateur se comporte comme un recepteur : il se charge. 

■ Trongon de circuit comportant un recepteur 


6.8. LES LOIS DE KIRCHHOFF 

■ Premiere loi 

En un noeud d’un circuit, la somme algebrique des courants est nulle. 


Cette loi, deja enoncee au paragraphe 6 . 3 , pour illustrer l’equation de conti- 
nuite, necessite d’adopter une convention de signe pour les courants (par 
exemple positifs s’ils arrivent au noeud, negatifs s’ils en partent). 

■ Deuxieme loi 

Pour une maille d’un circuit, la somme algebrique des f.e.m. est egale a la 
somme algebrique des produits R I. 


V A - V B - rl + e 1 


( 6 . 21 ) 


A 




(6.22) 



(loi des mailles) 


( 6 . 23 ) 


k 


k 
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Convention adoptee : on choisit un sens positif de courant a priori. Les cou- 
rants qui vont dans ce sens sont pris positifs, les autres sont pris negatifs. Les 
f.e.m. sont considerees comme positives lorsque le courant sort par la borne 
(+) et negatives dans le cas contraire. 


Exemple 2. Calcul de courants dans un reseau 


On considere le circuit de la figure. 
Determiner les courants I\, I2, 13, respec- 
tivement dans les branches AB, CD, 
EF. 


On se donne arbitrairement les sens de 
courant indiques sur la figure. 

Loi des nceuds en C : 



h — 1 1 + h 


( 1 ) 


MaiUe CDFEC : 


e2 + Rlh + R 3 I 3 — 0 


(2) 


MaiUe CDBAC : 

— <?2 — R 2 I 2 + e\ = 0 (3) 

La resolution de ce systeme de 3 equations a 3 inconnues I\, I 2 , I 3 donne : 


(i ?2 + Rj)e\ - R3 e 2 
R2R3 


h 


gj - ^2 

R 2 


h = - 


R3 


A partir de ces expressions, connaissant les valeurs numeriques des f.e.m. et 
des resistances, on peut alors determiner les veritables orientations des cou- 
rants. 
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6.9. ASPECT ENERGETIQUE : LOI DE JOULE 

6.9.1 Formulation locale 

Reprenons l’equation du mouvement d’une charge q d’un conducteur sous 
l’action d’un champ applique E (cf. 6.4.2) : 

du m _ 

m 1 v = qE 

dt r 

En multipliant par v , il vient : 

_ du m -> _ 

mv ■ 1 v = qE ■ v 

dt t 

- ^ - dt dV - -> 

Or : E ■ v — E ■ — = car E ■ di = — dV 

dt dt 

ou V est le potentiel. On en deduit : 

d [1 9 "I mu 2 

— -mv + qV = 

dt |_2 J r 

L’ expression entre crochets n’est autre que l’energie totale de la charge q, 

1 9 

composee de l’energie cinetique - mv et de l’energie potentielle q V. Par 

2 

m v 

consequent, la puissance dissipee par frottement par la charge q est . 

r 

On en deduit que la puissance dissipee par unite de volume est : 


ou n est le nombre de porteurs par unite de volume, et comme v = — 

nq 

2 

nq t 

et que a = , on peut ecnre : 

m 

m -2 r ~t r, 

P = — o- ] = — = ] ■ E 
nq^r cr 


p — oE ' 
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Cette loi constitue la loi de Joule relative a 1’ unite de volume du conducteur 
(loi de Joule locale). 


6.9.2 Expression macroscopique 

Pour un conducteur AB, de resistance R, occu- 
pant le volume (3), traverse par un courant I, 
on a : 



Va-Vb 

I 


(V A - V B )I 


E ■ dl 


k 

L h 

f * 

J(S ) 

/ p dr = 

J(S ) 


dS 


Edr 


P 


Ainsi, quelle que soit la forme du conducteur, on retrouve l’expression bien 
connue de la loi de Joule : 


p = (Ya- V B )I = RI 2 


( 6 . 25 ) 
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Exercices 


6 . 1 . On immerge dans une cuve, contenant une solution a une mole par litre de 
SO4 Cu, deux plaques de cuivre identiques, que l’on maintient paralleles et ecartees 
de 10 cm. 

On cree entre ces deux plaques, ayant chacune une surface de 1 m 2 , une difference 
de potentiel u = 6 V. II passe alors dans la solution un courant / — 1 60 A. 



1 ) Calculer la resistivite de la solution de SO4 Cu. 

2) Calculer la masse de cuivre qui a ete transportee d’une plaque a l’autre en une 
heure. 

3) Determiner l’energie W necessaire au raffinage d’un kilogramme de cuivre. 

Pour les donnees numeriques, on prendra : 

masse atomique du cuivre : M = 63,5 g 

nornbre d’Avogadro : . /V= 6,02 • 10 23 

charge elementaire : e — 1,6- 1 0~ 19 C 


6 . 2 . Une cuve a electrolyte est remplie d’une solution decimolaire (0, 1 mole par litre) 
de S04Na2. La distance d entre l’anode A et la cathode C est egale a 20 cm, leur sur- 
face S est 30 cm 2 . On applique une difference de poten- 
tiel u = 10 V entre les electrodes (A) et (C) complete- 
rnent immergees. Les valeurs des mobilites des cations 
Na + et des anions S0 2 ~ sont respectivement : 

/i + = 5 ■ 10 -8 m 2 • V -1 ■ s” 1 

H_ = 8- 10 -8 m 2 • V -1 ■ s — 1 

Calculer : 

1) le champ E dans la solution electrolytique, 

2) le nornbre n+ de cations et le nornbre // _ d’anions par in 3 de solution, en suppo- 
sant une dissociation totale, 
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3) la densite du courant. 

4) En deduire la resistance de la solution. 

On donne : le nombre d’Avogadro . A' = 6,02 ■ 10 23 
la charge elementaire e = 1,6 ■ 10“ 19 C 


6 . 3 . On suppose que dans un cristal de germanium, un atome sur 10 9 atomes donne 
un electron libre. 

1) Calculer le nombre n e d’electrons libres par unite de volume sachant que : 
la masse molaire atomique de Ge : M = 72,6 g • mol' 1 

la densite de Ge : d = 5,36 g • cm' 3 

la nombre d’Avogadro : 6,02 • 10 23 mol' 1 


2) La mobilite // des electrons libres etant egale a 0,38 m 2 • V 1 • s 1 , calculer la 
conductivite a du germanium. 


3) En fait, le nombre d’ atomes donnant un election libre depend de la temperature du 
cristal. On suppose que les electrons de valence du germanium se repartissent entre 
deux niveaux d’energie E\ et £3 avec E\ < En. 

Le nombre m d’electrons d’energie E; (i = 1,2) est n 2 

donne par la loi de Boltzmann : 2 

n,=noexp (-£f) 4 i 


oil kg = 1,38 • 10 2j J • K 1 est la constante de Boltzmann et T est la temperature du 
cristal exprimee en kelvin. Les porteurs de charge sont alors les electrons d’energie En_. 

a ) Montrer que le germanium est isolant a tres basse temperature. 

b) Calculer 112 pour T\ = 100 K et G = 300 K en prenant En — E\ — 0,35 <?V et 
n\ +n 2 = 2- 10 25 m~ 3 . 

c) Decrire qualitativement la variation de la conductivite a avec la temperature. 


6 . 4 . Un materiau, de constante dialectrique eq, egale a celle du vide, contient n 
electrons de conduction par unite de volume. Ce materiau est place dans un champ 
electrique uniforme E independant du temps. 

On suppose tous les electrons, de masse m, animes de la meme vitesse v. On repre- 

v 

sente leur interaction avec le materiau par la force f a = —in - oil rest une constante 

T 

de temps. 
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1) Expliciter l’equation differentielle satisfaite par v. Donner l’allure de la courbe 
v(t) . On prendra u(0) = 0. 

2) Deduire de la relation entre le vecteur densite de courant j et le champ E, en 

regime permanent ( t r), l’expression de la conductivite cro du materiau en fonc- 

tion de n, e,r et m. 

3) Ce materiau est constitue d’un reseau cubique 

d’atomes, d’ arete d = 3 A. On suppose que chaque 
atorne fournit un electron libre. d 

Calculer le nombre n d’ electrons libres par m 3 . En LL_P' 
deduire la valeur de r si op = 10 8 ^2 • m 1 . 

On donne : 

m = 9 ■ 10~ 31 kg ; e=l,6-10~ 19 C 

4) On suppose, a present, que le champ E depend du temps suivant la loi : 

E = E 0 e iuJt 


AZ. 

P 

R 

7 


7 


a) Deduire de la premiere question, l’equation differentielle satisfaite par j . 

b) On pose : j = c t(ui)Eq e lu}t 


Exprimer alors le rapport 

(Jo — \< j \ 

c) Pour quelles valeurs de oj aura-t-on < 0,01 ? 

ob 

5) On suppose maintenant que E est du au deplacement des charges libres. On a la 
relation : 

div E = — 

eo 

oil p est la densite volumique de charges. 

a) Etablir, a partir de l’equation differentielle de j et de l’equation de conservation 
-> dp 

div j H =0, l’equation differentielle satisfaite par p. 

3 1 

0 

J ne ~ 

b) On pose p = p 0 e et lu~ = . Decrire la loi de variation de p en fonction de 

F mso 

t dans le cas oil oj v t 3t> 1 . 
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6.5. Une lampe a vide est composee des elements suivants : une cathode (C) emet 
des electrons sans vitesse initiale ; parallelement a la cathode, a une distance de 
3 mm, est placee une grille (G) de fil fin, qui laisse passer librement les electrons. 
La cathode est mise au potentiel nul, la grille est portee au potentiel +18 volts. Une 
seconde surface plane (anode (A)), situee a 12 mm de (G) est au potentiel Va au- 
dessus de celui de la cathode. 


(Q (G) (A) 



1 

1 

! o 


- 3 

"To 

i 

+ 12 


_ 1 



v c =0 •=• t+=+18V V a 


1) a) Avec quelle vitesse les electrons traversent-ils la grille ? 

b) Quel est le champ electrique E \ entre la cathode et la grille ? 

c) La cathode emet 10 15 electrons par seconde. Determiner le courant electrique cor- 
respondant a cette emission. 

2) Sachant que Va = +15 V : 

a) Avec quelle vitesse les electrons atteignent-ils 1’ anode ? 

b) Quel est le champ electrique Ei entre la grille et 1’ anode ? 

c) Calculer la puissance reque par l’anode en supposant qu’elle absorbe toute l’ener- 
gie des electrons incidents. 

3) a) Determiner Va pour que les electrons arrivent sur l’anode avec une vitesse 
nulle. 

b) Que se passe-t-il si V a est negatif ? 

c) En designant par x la distance d’un point quelconque a la grille, determiner le 
potentiel V {x) pour 0 0+ 12 mm en fonction de Va et de x. 

d) En deduire l’abscisse du point ou les electrons rebroussent chemin, en fonction de 
La- 

A.N. : Calculer jc pour Va = — 15 V. 

On rappelle que la masse m de l’electron est m = 9,1- I (U 31 kg. 


6.6. Deux electrodes cylindriques coaxiales, de resistances negligeables et de rayons 
respectifs r\ et rj (n < ro ) plongent sur une hauteur h dans un liquide faiblement 
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conducteur de resistivite p. Le fond est 
isolant. L’ electrode de rayon r est portee 
au potentiel V\, cede de rayon ip au 
potentiel V 2 (V\ > V 2 ). 

1 ) Quelle est la relation entre le champ 
electrique E (r) entre les deux electrodes 
et le courant I circulant radialement dans 
1’ electrolyte ? En deduire la resistance R 
de la couche liquide. 

A.N. : p = 20 £2 • m ; r\ = 1 cm ; = 5 cm ; li = 15 cm 

2) Sachant que V\ — V 2 — 6 V, calculer la densite de courant j\ au voisinage de 
1’ electrode centrale. 

3) En conservant a r 2 sa valeur, quelle doit etre la valeur de r\ pour que j\ soit mini- 
mal ? Quelle est alors la nouvelle valeur dc /i ? 



6.7. Un circuit electrique est constitue comme l’indique la figure. 



On designe respectivement par I\ h h les intensites des courants dans les branches 
ACB, ADB et AB. 

1 ) (M) est un recepteur polarise de f.c.e.m. E 1 = 2 volts. Montrer que, quelle que 
soit la position de ses poles sur la branche AB, ce recepteur se comporte comme un 
generateur. 

2 ) (M) est un recepteur non polarise initialement en circuit ouvert (exemple : un vol- 
tametre). 

Dans ce cas, il faut que le courant I 3 reel ait le sens choisi au depart pour polariser le 
recepteur, c’est-a-dire qu’il entre par le pole positif de (M) et qu’il ressorte par le pole 
negatif. 

Sachant que E' (theorique) = 2 volts, determiner la repartition des courants dans le 
circuit. 
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CORRIGES 


6.1. L’ electrolyse de SO4CU entre deux electrodes de cuivre provoque le depot de 
Cu 2+ sur la cathode (C). SO4 - attaque le cuivre de l’anode (A) et regenere SO4CU. 
La solution reste inalteree dans l’ensemble et le phenomene se reduit a un transport 
de cuivre de 1’ anode vers la cathode. 


1) La resistance R de la solution est donnee 
par : 

u 

R = - 
I 


Puisque R = p — , en appelant p la resistivite 


de la solution, on a : 


A.N. : 




u = 

1 

3F 



1 



) ( 



Su 

dl 


1x6 

p = = 0,375 £2 • m 

F 0,1x160 


2) Soit n le nombre d’atomes de cuivre qui se deposent pendant le temps r sur la 

cathode. On a : 


I = 


2 en 


I T 

~2e 


D’oii la masse de cuivre transportee pendant le meme temps r = 1 h 

M ItM 


A.N. : 


m = n — , = — — 

^ 2^e 

160 x 3 600 x 63,5 • 10~ 2 3 
rn = : — 7 — = 0, 19 kg 


2 x 6,02 • 10 23 x 1,6 • 10- 19 
3) Temps necessaire pour deposer une masse in' = 1 kg 

m' 

t = 3 600 — 


On en deduit l’energie necessaire au raffmage d’un kilogramme de cuivre 

W = ult 


A.N. 


1 , 

W = 6 x 160 x 3 600 x = 18,2 • 10 6 J 

0,19 


W = 5 kW • h 
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6.2. 1) La norme du champ est : 


E 

E 


10 

— = 50 V 

0,2 



1 d= 20 cm 


II est oriente de 1’ anode A vers la cathode C. 

2) Une molecule de S0 4 Na2 se dissocie en donnant : 

S0 4 Na 2 — ► SO^“ + 2NA+ 

1 ,yT , 

La solution etant decimolaire, on a — de mole par litre, soit — x 10 molecules par 

10 F 10 F 

m 3 , d’oii : 

«_ = 10 2 soit = 6,02 • 10 25 m~ 3 

n + = 2 • 10 2 2 «_ soit n + = 12,04 • 10 25 m -3 

Remarque : Les cations portent la charge q + = +e et les anions portent la charge 
q- = —2e. La solution dissociee conserve la neutralite electrique : 

n + q + + n _g_ — (2 ri-)e + «_(— 2e) = 0 


3) Le vecteur densite de courant est : 


soit 


j = n + q + fi + E + n_q_fr_ E 


j = n+q+(n + + n_)E = 2/i_c(/r + + n_)E 


j = 125,22 A • m 2 oriente dans le sens E 


4 ) On en deduit la resistance R de la solution : 

R = — => R = 26,62 S2 

jS 


6.3. 1) Le nombre d’atomes de germanium par m 3 est : 


N = 


10 3 d.>' 

M 
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Le nombre d’electrons libres par m 3 est alors : 

N 

n e = — „ soit n e = 4,4 • 10 19 m -3 

10 9 


2) La relation entre la conductivite a et la mobilite /< est : 

a = n e efi soit a = 2,7 £2 _1 • m' 

3) a) La loi de Boltmann donne : 

( Ey \ 

n t = n 0 exp I I et n 2 = > 

n 2 ( Ei — Ei 

— = exp — — 

n { \ k B T 


Ei — Ei 

k B T 

Le nombre ni d’electrons libres tend vers zero : le germanium se comporte alors 
comme un isolant. 



Quand T 0 alors 


Ei 


k B T 


et exp 



b) On a : 


m + ni = n 2 ( — + 1 ) — 2 • 10 ZD m 


n 2 = 


2 • 10 25 

— + 1 

n 2 


n i 

avec — = exp 
n 2 


Ei 


k B T 


soit : 


2 • 10 2 


n 2 = 


exp 


Ei 


k B T 


+ 1 


Ei - Ei = 0,35 e\ = 0,35 x 1,6 • 10~ 19 J = 0,56 • 10~ 19 J 

Pour T\ = 100 K on obtient n 2 ~ 4,8 • 10 7 m -3 

Pour Ti = 300 K on obtient n 2 ~ 2,7 • 10 19 m -3 

c) On remarque que n 2 crolt avec la temperature, done a = n 2 e\i croit egalement, 
du rnoins tant que la mobilite // ne varie pas trop dans l’intervalle de temperature 
considere. 
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6 . 4 . 1) L’ equation du mouvement d’un electron est : 


du v e - 

- — | — — E 

at t m 


= tE + Ce~ t/T 


v(0) = 0 


C = — tE 


v = tE( 1 — e ^ r ) 

m 

soit v = — tE{ 1 — e -f / T ) 

m 

• Pour t — > oo : 

e 

v = ul = —tE 
m 

• Pour t = t : 

erE ( 1 

v = 1 

m \ e 

= 0,63 vl 

2) On a : j = —nev 

_ e 

En regime permanent (t r) w = i>l = tE 

m 

9 

7 tie t 
^ m 

La relation j = a qE implique que : 



o"o 


Un atome occupe le volume d’un cube d’arete <E d’ou : 

n = ^ = 3,7 • 10 28 m -3 
d i 

r = — z- do = 9,5 • 10“ 14 s 
ne A 
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4) a) En rempla 5 ant v par dans la premiere question, on obtient : 

ne 


d j , j cro s 
— + - = — E 
at t t 


b) En posant : 
on obtient : 


j = aE 0 e" 


1 \ (TO <T 1 

a ( iuj -\ — ) = — et — = 

T J T (Tq 1 + i UT 


c) On a : 


Done 


o~0 - \o 

O-Q 


M 

1 

■ 

(1 + LU 2 T 2 ) 1 / 2 

<t| 

— < 0,01 

|ct| 

=> — ^ 0,99 


&0 

1 + ul 2 ! 2 

< 1 , = 1,02 

(0,99) 2 


d’ou 


u) 2 r 2 < 0,02 et (jj < 


0,45 


9,5 • 10- 


= 1.5- 10 12 rad • s _1 


5) a) D’apres la question 4), on a : 


d j , j cro- 

at t t 
d 1 - (To 

— (div j) 4 — div / = — div E 

dt T T 


Comrne 


div j — et div E = — — 

dt £q 


d 2 p 1 dp (To p 

3t 2 r dt T £o 


b) On cherche une solution de la forme : 

rvt 

P = Po e 
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L’ equation differentielle devient : 


t a cTn 
a 2 + - + — = 0 

T £qT 


D’apres la 2 e question 


Co ne~ 
r m 


a o ne 2 

e 0 WJ£ 0 p 


d’oii l’equation du second degre en a : 


Y 2 -\ b U>1 = 0 




Si u> p T 1 ce discriminant est negatif et par suite : 


1 1 

= — — + iu) p et a .2 — — ioj p 

2 T 2 T 


On en deduit : 


p = e 2 r (Ae +iuJ p f + Be 


qui peut se mettre sous la forme : 

t_ 

p = p 0 e 2 r cos (uip t + if) (sinusoide amortie) 


(0 (G) 


(A) 



. ^ I 





r' 

3 o 





- 3 

i 

H 



+ 12 


v c = o 

i 

i 

V G = + 18 V 


1 

r A 



1) a) L’energie mecanique E m de l’electron est constante tout au long de son mou- 
vement entre la cathode et 1’ anode. 

E m (C) = E m (G ) 

Etant donne les conditions initiales : 

E m (C) = E c (C) + E p (C) = 0 
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On a alors : 


1 9 

0 = - mVg — eV(j 



d’ou vg = 2,52 ■ 10 6 m • s 1 

b) Le champ electrique E\ est peipendiculaire a la cathode et a la grille, et dirige dans 
le sens des potentiels decroissants, done de (G) vers (C). Sa norme est : 

V G 18 , 

£ ' = T= 3TKH= 6000V 

c) i — — — ne = 10 15 x 1,6 • 10~ 19 

At 

i = 1,6- 10“ 4 A = 0,16 mA 

2) a) La conservation de l’energie mecanique permet d’ecrire : 

E m (C) = E m (A ) soit O = ^ mVl - eV A 


va 



d’ou va = 2,30 • 10 6 m • s 1 

b) ZA a la direction et le sens de l’axe x' Ox, sa norme est 

18-15 

Ei = . = 250 V • m" 1 

' 12 • 10- 3 

c) Chaque electron a it i van t sur 1’ anode a une energie cinetique : 

1 2 

E c- 2 mV A = eV A 

= 1,6- 10" 19 x 15 = 24- 10” 19 J 
n etant le nornbre d’electrons emis par seconde, on a : 

P = nE c = 10 15 x 24 • 10 -19 = 24 • 10^ 4 W 

Em = 0 = \mv'l - eV' A 


3) a) On a toujours : 
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Pour que les electrons arrivent sur 1’ anode avec une vitesse nulle, il faut done 

n=o. 

b) Si Va < 0, P electron rebrousse chemin avant d’atteindre l’anode. 

c) E 2 etant uniforme, on a V(x) = ax + b avec : 

- pour * = 0 P = 18 V =>■ b= 18 V 

-pour x = 12 • 10” 3 V — Va =>■ Va = 12 • 10 -3 a + 18 

Va - 18 


soit 


12 • 10 - 


La loi de variation de V entre O et A est : 

>a- 18 


V = 


12 


10 3 v + 18 


Au point ou les electrons rebroussent chemin, on a : 

v = 0 => eV = 0 

-18 x 12 • 10~ 3 


soit 


V = 0 


et 


Va - 18 


A.N. : Pour V a = — 15 V on trouve x = 6,55 mm. 


6.6. 1 ) On a : 

j(r) = a E(r) et [ j -dS = /. 

JS(r) 


Par symetrie, le vecteur densite de courant 
est radial centrifuge. 


d’oii 




2nrh p 



2m' h 



h 


On a aussi 


rn 

V l -V 2 = - E ■ dF 
Jn 


pi f 2 
Vi - V 2 = -L- In - 
27 m r 1 
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V\ — V 2 p r 2 

On en deduit : R = — In — 

I 2nh t'i 

20 

A.N.: R = In 5 = 34, 15 £2 

2 X 7T x 0, 15 

2) Au voisinage de l’electrode centrale, la densite de courant est : 

I Vi -V 2 1 

ii — — = x 

Si R 2t xrih 


j\ 


Vi ~ V 2 

pr\ In — 
r\ 


18,64 A -m- 2 


3) j\ ) sera minimal quand la fonction f(>'\) = r\ In — sera maximale. 

r l 


d 
dr i 



= 0 


r? 

In — - 1 = 0 
r\ 


r 2 

— — e 
r l 


r\ = — = 1,84 cm 


e 


r\ 

r 2 

0 — r 2 

e 

d 

-7- [/(O)] 
d?q 

1 

o 

+ 

fir i) 



r 2 

Le tableau de variation de la fonction f(r i) montre bien que pour r\ — — , 

e 

r 2 Vi - V 2 

f(r i) = — est maximal, done j\ (r \ ) = T . sera minimal. 

p '2 


On obtient : 


j lO't) = 16,31 A • m 2 . 
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6.7. 1 ) Cas d’un recepteur polarise 

Prenons comme sens positif pour parcourir les mailles le sens trigonometrique et 
adoptons les sens des courants indiques par les fleches. 
a) Recepteur dispose comme l’indique la figure 1. 



Les lois de Kirchhoff permettent d’ecrire : 


ou encore 


h = h + h 


(noeud A) 


12/ 3 + £' + 6/i-5 + 4/i =0 (maille ABC A) 
4/ 2 - 5 + 12L - E' - 12/ 3 = 0 (maille ADBA ) 


h = h + h 

10/! + 12/3 = 5 -E' 

16/ 2 - 12/3 = 5 + E' 


h 


30 - 26 E’ 
472 


Si E' = 2 volts, on a It, < 0 et par consequent le courant It, reel est de sens oppose 
a celui de la figure 1 : le recepteur (M) joue le role de generateur. 

b) Recepteur dispose comme l’indique la figure 2. 



Fig. 2 
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Dans ce cas, les lois de Kirchhoff donnent : 

h — h + E 

10/i + 12/3 = 5 + E' 

16/ 2 + 12/3 = 5 -E' 

On pouvait deduire ce resultat du cas precedent, en changeant E 1 en —E' et I 3 en —Ij. 
La encore, si E' = 2 volts, on obtient 73 < 0 ; le courant E reel est de sens oppose 
a celui de la figure 2, le recepteur (M) se comporte bien comme un generateur. 


h = 


30 + 26 E’ 
472 


2) Cas d’un recepteur non polarise 

Pour que (M) joue le role de recepteur et qu’il se polarise, il faut que le courant reel 
/3 soit dans le sens choisi au depart pour obtenir cette polarisation. 


a) Supposons que le courant I 3 va de A vers B : c’est le cas de la figure 1, oil (M) se 
comporte comme un recepteur. Pour E' = 2 V, on aura : 


h 


30 - 26 E' 
472 


-22 

472 


= -0,046 A 


(1) 


solution inacceptable puisque 73 < 0. 
b) Supposons que E va de B vers A : 


C’est le cas de la figure 2, oil (M) se comporte encore comme un recepteur. On aura : 


h — ~ 


30 + 26 E’ 
472 


-82 

472 


-0,173 A 


( 2 ) 


solution egalement inacceptable pour la meme raison. Par consequent, la seule solu- 
tion est 73 = 0 . 

Cette condition ne peut etre remplie par l’equation (2) correspondant au cas de la 
figure 2. 

Seul reste acceptable le cas de la figure 1. En considerant que E' croit de 0 a une 
valeur finale E' ( au fur et a mesure que le recepteur se polarise, la condition 73 = 0 
dans l’equation (1) implique que : 

30 

30 - 26 E' = 0 soit E' = — = 1,15 kV 

26 

Par consequent, a l’equilibre, le recepteur ne peut etre que partiellement polarise. 


On en deduit alors : 


h = E = I 


La loi de Kirchhoff appliquee a la maille ADBCA permet d’ecrire : 
47 — 5 + 127 + 67 — 5 + 47 — 0 
267 = 10 soit 7 = 0,385 A 



7 


Reseaux electrocinetiques 
Regimes variables 


7.1. DIPOLES ELECTROCINETIQUES 

Un dipole el ectroci neti que est une portion de circuit comportant deux bornes 
(par lesquelles entre ou sort le courant). On appelle caracteristique du dipole 
le graphe de la tension u a ses bornes en fonction de I'intensite i qui le tra- 
verse, ou bien celui de i en fonction de u. Des exemples en sont donnes au 
paragraphe 7.1.4. 

7.1.1 Conventions de signe 

On utilise, selon les cas, les deux conventions de la figure pour le sens positif 
du courant et le sens de la tension. 


1 

dip6le 


li A 

<ll(K»lr 

li 



+ 


l— 

= 

N 

= IJ” Vt 

• 


Convention rX'ccpteur Convention gl'nlratenr 


Fig. 7.1 


7.1.2 Puissance electrique re^ue par un dipole 

Nousadoptons ici la convention recepteur. Si d q = i dr est la charge total e qui 
a circule dans le dipole entre les instants r et r + dr, le travail correspondant 
des forces electriques exercees sur les porteurs est : 


d W = u tiq = ui dr 
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2] Reseaux electroci netiques 


La puissance regue par I e dipole a I 'instant t est done : 



u = t/C ns -i 

i = d{/d( 

Condensatcur Inductance 


Fig. 7.2 


Avec la convention recepteur on a les relations (notez bien les conventions 
choisies sur la figure pour le condensateur) : 




(7.2) 


De meme pour une inductance (appelee aussi self ) : 


d i 

u — L — (7.3) 

dr 

Rappelons que I'inductance s'exprime en henry (H) dans le systeme interna- 
tional. 
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7.2 REPONSE D'UN CIRCUIT A UN ECHELON DE TENSION 

7.1.4 Exemples de dipoles 




Fig. 7.3 


7.2. REPONSE D'UN CIRCUIT A UN ECHELON DE TENSION 


Le regime transitoire correspondant a I 'etabl issement du courant dans un 
circuit comportant une source de tension est caracterise par la reponse de ce 
circuit a un echelon de tension, C'est-a- 
dire a une tension de la forme : 

E < 


e = 0 pour t < 0 

e = E pour t > 0 


0 

Fig. 7.4 
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2] Reseaux electroci netiques 


7.2.1 Circuit R, L 

La loi des mailles s'ecrit (figure 7.5) : 

d i n 

L — + Ri - E = 0 
dr 


Soit, en posantr = L/R 


dz Ri E 
dr + L ~ L 


(7.4) 


Une solution particul iere de cette equation est precisement la solution cons- 
tante correspondant au regime conti nu : 


*o( 0 


/ 

R 


En posant l/R = t, I'equation homogene 
correspondante admet la solution general e : 

i\(t) = Ae~ f/r 

La solution generale de (7.4) est done : 
z'(r) = E + Ae~ t/T 


ol 


yYYYYY 

L(di/(U) 


Ri 


1 

J 


Fig. 7.5 


La presence de I'inductance impose la continuite du courant : i (0 '") = i (0 ) 

= 0. Par consequent : 


■■('>= K 1 -^) 


(7.5) 


t= L/R, qui est homogene a un temps, estappele/a 
constante de temps du circuit. Celle-ci permet d'eva- 
luer I'ordre de grandeur de la duree pratique du 
regime transitoire; en effet au bout du temps r I'in- 
tensite ne differe plus de sa valeur en continu que de 
1/e ~ 37% et au bout de 5 r el le n'en differe plus 
que de 0,7%. 



o T l 

Fig. 7.6 


On pourrait penser que I'intensite augmente indefiniment si I 'on supprime la 
resistance, mais il faut noter qu'il n'existe pas de dipole constitue par une 
inductance pure car une bobine possede toujours une resistance, meme tres 
faible. 
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7.2 REPONSE D'UN CIRCUIT A UN ECHELON DE TENSION 


7.2.2 Circuit R, C 


■ Courant de charge du condensateur 

Avec les conventions d'orientation de la 
figure on a : 




7L 



C 


(> 


La loi des mai I les s'ecritsuccessivement : 


J 


u + Ri — E — 0 

d<r/ . 

u + RC-?--E = 0 
dr 


Fig. 7.7 


Soit, en defi nissant la constante de temps du circuit t = RC : 


6q q E 

-f-+ 1 = ~ 

at r r 


(7.6) 


La solution particul iere constante correspond au regime stationnai re, soit : 

UQ(t) = E 

L 'equation homogene correspondante admet la solution generale : 

u\{t) = A e~ r/r 

La solution generale de (7.6) est done : 

u(t) = E + A e~ t/T 

Soit, compte tenu que «(0) = 0 a t = 0 : 


expression valable evidemment pour t > 0. 

Comme on pouvait s'y attendre u tend vers E quand t tend vers I'infini. 



(7.7) 


On en deduit i = = C : 

dr dr 



(7.8) 
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On note que *'(0 + ) = E/R n'est pas nul : I'intensite du courant subit theori- 
quement une disconti nuite au depart de la charge. En fait, le circuit possede 
toujours une inductance aussi faible soit-elle et il n'y a pas de veritable dis- 
continuity 


■ Courant de decharge du condensateur 

Lorsque I 'on court-circuite le condensateur, 
initialement sous la tension constante E, la 
source de tension s'ecrit : 

e = E pour t < 0 

e = 0 pour r > 0 


Avec les conventions de la figure, on a 


i 


dq 

dr 


et 



E 


ii 


■ 


Fig. 7.8 


Loi des mailles : 


u — Ri 
d q 

u + R -7— 

dr 

du 

U -\- RC —T~ 
dr 


On retrouve I 'equation homogene : 


= 0 
= 0 

= 0 


du 

dr 


+ 



r 


dont la solution general e est : 


u(t) = Ae t,T 


La tension etant continue, on a u{ 0) = E et, par suite : 

uit) = Ee~ t/T 


(7.9) 


On a de meme i = -dq/dt = -Cdq/dt, ce qui donne en explicitantr : 



(7.10) 
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7.2 REPONSE D 'UN CIRCUIT A UN ECHELON DE TENSION 

On note la aussi la discontinuity du courant. 

u, i. 

£ 


Fig. 7.9 

Exemple 1. Courant de fuite dans un condensateur 

U n condensateur de capacite C = 1 p? presente un courant de fuite entre ses 
armatures. On modelise le phenomene par un circuit R,C : le condensateur se 
decharge dans une resistance R = 80 M Q. 

1) Calculer la constante de temps de la decharge et en deduire le temps au bout 
duquel la charge du condensateur a diminue de moitie. 

On ar= RC = 10 -6 x 80 • 10 6 = 80 s. La charge evolue suivant la meme 
loi que la tension. E lie a diminue de moitie quand e~ f / r = 1/2, soit : 

— — = — In 2 ~ 0,7 d'ou t = 0,7 x 80 = 48s. 

T 

2) Quelle est I'intensite initiale de decharge si I 'on isole le condensateur apres 
I'avoir charge sous la tension E = 100 V? Que vaut-elle au bout de 48 s ? 

L'intensite initiale est /'o = E/R = 1,25 pA. E I le aura diminue de moitie 
apres 48 s, soit 0,68 //A . 

7.2.3 Circuit R, L, C 

m Decharge du condensateur 
Loi des mailles : 

d i 

u — Ri — L — = 0 
dr 

On obtient ainsi : 

(7.11) 

Fig. 7.10 
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On reconnait I 'equation d'un osci I lateur lineaire amorti. 

La nature des solutions depend du caractere reel ou imaginaire des solutions 
du polynome caracteristique de cette equation differentielle (c'est-a-dire du 
signe de son discriminant) : 


r 2 +^r + u 0 2 = 0 


Q 


en posant : 



R _ UQ 
L~ ~Q 



(7.12) 


est la pulsation propre de I 'osci I lateur non amorti (soit pour R = 0) et 


Q = 


Luo 

~~R~ 


(7.13) 


est I efacteur de qualite de I'OSCi I lateur. 

Rappelons les differents cas en supposant u(0) = E et /( 0) = 0 et en notant 
que la presence de I'inductance impose la conti nuite du courant : 

Regime oscillatoire amorti 

(racines i magi nai res conjuguees : Q < 1/2 etu = uq^I^Y/AQ 2 ) 



Fig. 7.11 
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7.2 REPONSE D 'UN CIRCUIT A UN ECHELON DE TENSION 


Regime critique 

(racine double reel I e : Q = 1/2, soit R 2 - AL/C = 0) 


u 





(7.16) 

(7.17) 


u« 

/ 


Fig. 7.12 


Regime hypercritique 

(racines reel I es distinctes negatives : Q < 1/2) 
Les racines sont : 



La solution estde la forme : 

u = A e ri? + B e r2t (7.18) 

i = -C(nAe nt +r 2 Be r2t ) (7.19) 


Les courbes representatives sont analogues a celles du regime critique, avec 
un retour a zero plus lent. 

Dans tous les cas, u et i tendent vers zero quand t tend vers I'infini. 

■ Reponse a un echelon de tension 
L 'equation (7.11) devient (pour t > 0) : 





(7.20) 
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La solution particul iere est encore la constante E que I 'on doit ajouter aux 
solutions trouvees pour u(t) dans lestrois cas envisages precedemmentetqui 
constituedonc le regime continu verslequel tend le circuit. On aura done avec 
w(0) = 0 et i( 0) = 0 : 


Regime osci I latoi re 


u = E 


1 - e w ° f / 2 2 ( cose ut + — — si 
2 Qu 

CUQ 


nut 


CE—Ae w ° f / 2 0 ( cos ut + 
Cu \ 


2 Qu 


sinov 


Regime critique u = E 

R 2 CE _ R 


1- e~iL l ( i+ 

1 2 L 


4 L 2 


te~TL‘ 


(7.21) 

(7.22) 

(7.23) 

(7.24) 


7.3 CIRCUITS EN REGIME SINUSOIDAL 

Nous supposerons le regime sinusoidal quasi -stationnai re, e'est-a-dire I'inten- 
site du courant uniforme dans le circuit, ce qui est pratiquement toujours 
realise a I'echelle du laboratoire, mais ne le serait pas pour des fils telegra- 
phiques par exemple. 

7.3.1 Methode de la representation complexe 

La methode de la representation complexe esttres utile pour determiner I 'am- 
plitude et la phase a I'origine d'une fonction sinuso'i'dale resultant de la super- 
position de vibrations si nuso'i'dales. E I le est fondee sur la propriety suivante : 
la parti e reel I e d'une combi nai son lineaire de complexes est la combi nai son 
lineaire correspondante de leurs parties reel les. E I le simplifie toutes les ope- 
rations lineaires sur les fonctions sinusoidales, y compris les operations de 
derivation et d'integration. E lie ne s'applique pas par contre aux calculs non 
lineaires (calcul de la puissance electrique instantanee, par exemple). 

■ Superposition d'oscillations du type yi = A\ cos (ut + v\) 
et V2 = A 2 COS(icV + <P 2 ) 

L'oscillation resultante est sinuso'i'dale de meme frequence, soit y = 
A cos (ut + <p). On en determine I'amplitude A et la phase a I'origine de la 
fagon suivante. 
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7.3 CIRCUITS EN REGIM E SINUSOIDAL 

On pose vi = ReA\ e iuJt , >7 = f<?a 2 e iuJt , y = ReAe iuJt avec A\ = A\ e'^ 1 , 
etc. ( amplitudes complexes ). Dans ces conditions I'amplitude complexe de 
I'osci Nation resultante est la somme des amplitudes complexes : 

A = Ai + A 2 (7.25) 

Notez bien que les amplitudes reel I es nes'ajoutent pas, exceptedans lecasou 
les vibrations sont en phase. 

Par identification des parties reel I e et imaginaire, il vient : 

A 2 = A 2 + a\ + 2AiA 2 cos (<pi - <p2) (7.26) 

tany = Aisln w + M2Sln w (7 27) 

A\ COS ipi + A 2 COS P2 

■ Derivation et integration 

La methode est egalement tres utile pour effectuer la derivation ou I'integra- 
tion d'une fonction si nuso'i'dale en la transformant en une simple multiplica- 
tion ou division : deriver e'^+v?), c'est la multiplier par iu, I'integrer c'est la 
diviser par iu. 

u Valeur moyenne d'un produit de fonctions sinusoi'dales 

Attention ! La methode ne vautque pour des superpositions, c'est-a-di re pour 
des expressions lineaires, el le est inutilisable pour des formes quadratiques 
par exemple : le produit de deux grandeurs sinusoi'dales ne peut se faire que 
sous forme reel I e car la partie reel I e du produit de deux complexes n'est pas 
egale au produit des parties reel les. 

Cependant, on peut utiliser la relation suivanteentreles amplitudes complexes 
F et G de deux grandeurs sinusoi'dales/ (t) etg (t) dememe frequence pour 
calculer la valeur moyenne sur une periode du produit/g : 

/ (t)g(t) = ^ Re(F G*) (7.28) 

7.3.2 Dipole R, L, C en regime sinusoidal 

Le dipole R,L,C de la figure est alimente par 
une source del ivrant la tension : 

u = U[ n COS ut 



Fig. 7.13 
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■ Loi d'Ohm complexe. Impedance 

II s'agit de trouver I'intensite i(t) du courant en regime quasi stationnaire, 
c'est-a-di re en negligeant le regime transitoire d'etabl issement du courant. 

La loi des mailles s'ecrit, avec les conventions d'orientation de la figure : 

d i q 

Ri -\- L — — |- — — u(t) = 0 

On obtient I'equation different el I e de la charge du condensateur en derivant 
cette equation par rapport au temps et en substituant i = +6q/6t : 

„ d q T d 2 q q 

R — — |- L — — y -|- — — L/m COS cot — 0 
dr dr 2 C 

soit : 

d 2 q d q 

LC —4 + RC ~r + q = CUm COScut (7.29) 

dr 2 dr 

II fautdonc trouver une solution particul iere de cette equation, laquelle repre- 
sente le regime stationnaire. Cette solution est necessairement si nuso'i'dale et 
il est commode d'uti User ici la representation complexe. 

Nous conviendrons dorenavant de mettre systematiquement un tilde (~) d la 
grandeur complexe (x ) associee a une grandeur reelle donnee x et nous note- 
rons j le symbole des imaginaires pour eviter toute confusion avec les inten- 
sites des courants. 

En posant : 

q (t) — Re q(t) et u (t) = Re (V m e JUJt ) 

I'equation (7.29) devient : 

LC^- + RC^ + q = CU m e juJt (7.30) 

dr 2 dr 

II est evident que I 'on peut trouver une solution particul iere de cette equation 
sous la forme : 

q = Q m * iu}t 

En reportant cette expression dans (7.30), il vient apres simplification par 

e j ut . 


(l - LCu? + jutRC^j Qm = CU m 
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7.3 CIRCUITS EN REGIM E SINUSOIDAL 

Or, 

i = = iw Qm =>• 


/m^ 


avec / n 


vient ainsi, apres division des deux membres par C : 

1 


/? “h j ( LuJ — 


Ccu 


I m = t/n 


La quantite : 


i? + 7 La; — — — 

Ccu 


yw 2r 


(7.31) 


(7.32) 


s'appelle I'impedance complexe du dipole. 

L 'expression (7.31) generalise la loi d'Ohm pour un conducteur ohmique : 


(loi d'Ohm complexe) 


Un 


Z In 


(7.33) 


On verifie que I 'on retrouvela loi d'Ohm habituel le si I 'on supprime le conden- 
sates et I'inductance. Notez que I'impedance se mesure en ohm dans le sys- 
teme international. 

On peut ecrire I'impedance complexe sous la forme : 


z = ze jlp 


avec 


z = J R 2 + (^Lu + et ip — arctan 


Leu — — 

Ccu 

R 


(7.34) 


Par consequent 7 m = U m /Z = 7 m e -7 ^ de sorte que I'on a : 

i(t) = Re ^7 m e~ 775 e 7 ut ^j = 7 m cos (cur - <p) 

L 'expression (7.32) montre que v? est compris entre -n/2 etn/2. 


Le module de I'impedance complexe permet de calculer I'amplitude du 
courant 7 m = U m /z et son argument tp est le dephasage de la tension ; 
appliquee au dipole par rapport au courant. 
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La loi d'Ohm complexe a une consequence importante : 

Les lois des circuits lineaires en courant continu s'appliquent en regime 
sinusoidal a des associations quelconques de dipoles elementaires R, L ou 
C, a condition de considerer les amplitudes complexes des courants et des 
tensions et les impedances complexes de ces elements. 

En particulier, les lois des associations de resistances vues au chapitre 6.6 
s'appliquent aux impedances complexes (mais pas a leurs modules !) : 


■ Association en serie 
I impedance equivalente : Z = Z\ + Zi 


■ Association en parallele 

111 

I mpedance equivalente : ~ ^ (cf. figure 7.14) 

Z Z\ Zi 

■ Loi des noeuds. Admittance 

La loi d'Ohm peut s'ecrire de la fagon equivalente suivante, commode pour 
ecrire la loi des noeuds aux homes de plusieurs dipoles en parallele : 


7 =Y u 

(7.35) 

Jj 


La quantite : 


_£l_ L 

0 > zi 

~ 1 

Y = ^ 

V 

(7.36) 


Xm 

z. 

s'appelle 1 'admittance complexe du dipole. 

i=WL*rr\ 

TliiJ 
Fig. 7.14 


rz 


La figure 7.15 represente les impedances des dipoles lineaires elementaires 
(resistance, inductance pure, capacite pure). 

L 'impedance (I ’admittance) est reelle positive pour un conducteur ohmique, 
imaginaire pure pour une inductance pure et pour une capacite pure ; I 'in- 
ductance dephase la tension de +7r/2 sur le courant ( quadrature avance), la 
capacite dephase la tension de — 7t/2 (quadrature retard). 




>ir 


I 

n 




)£*• 


V, 


/. 



Fig. 7.15 
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7.3 CIRCUITS EN REGIM E SINUSOIDAL 

Exemple 2. Condensateur en regime sinusoidal 

Un condensateur de capacite 3,2 p? est soumis a une tension sinusoi'dale de 
frequence 50 Hz. Calculer I'impedance du condensateur et le dephasage de la 
tension appliquee, par rapport au courant. La tension maximale appliquee etant 
de 300 V, quelle est I'amplitude de I'intensite du courant dans le circuit ? 

L 'expression (7.32) se reduit a : 

j e~J ^/ 2 

Cu Cu> 

La tension est done en retard de 7 t/ 2 sur le courant et 
dance du condensateur est : 


Clo 2ttuC 314 x 3,2 • 10- 6 
Par suite, / m = U m /Z = 0,3 A . 


la valeur de I'impe- 
Z ~ 1000 Q 


Exemple 3. Bobine alimentee en courant sinusoidal 
de haute frequence 

1) Une bobine de resistance r = 200 Q et d'inductance L = 64 mH est sou- 
mise a une tension sinusoi'dale de frequence / = 5 kHz. Calculer son impe- 
dance et le dephasage de la tension sur le courant. 


On a : 


Z = r + j Lu — r + j 2nfL 


Z = yr 2 + (27r/L) 2 = y 4 • 10 4 + (2 x 7r x 5 • 10 3 x 0, 064) 2 
= yj 4 • 10 4 + 4 • 10 6 ~ 2000 C2 


tan p = 


2rcfL 2000 
r ~ W 


= 10 et P ~ 84° 


L a tension est done pratiquement en avance de phase de 7r/2 sur le courant. 
Le role de la resistance est negl igeable (r « Lu). 

2) M erne question si la bobine est alimentee sous 50 Hz. 



V 
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On trouve Z = ^4 • 10 4 + 4 • 10 2 ~ 200 Q et tan<^ = 0,2, soit p = 11,3° 
~ 7t/8 : I'avance de phase de la tension sur le courant est faible et c'est la 
resistance qui joue un role predominant (Lu « r). 

■ Resonance d'intensite dans le dipole R,L,C 

Lorsque I 'on fait varier la pulsation, I'amplitude de I'intensite / m = U m /Z 
passe par un maximum 7 m quand Z est minimal, c'est-a-dire pour la pulsation 
de resonance uq correspondent a : 


Lujq 


1 

CUJQ 


soit 


1 

^0 = —j= 

Vlc 


(7.37) 


On a done a la resonance : 





QS 

II 

N 

et 

ip = 0 


(7.38) 


A la resonance d'intensite, le courant et la tension sont en phase ; I 'impe- 
dance du dipole est reel I e et egaleasa resistance. 


Par consequent : 


L 'impedance du condensateur et I'impedance due a I'inductance L de la bobine 
sont egales. Si la resistance est inferieure a cel le du condensateur, alors les 
tensions aux bornes de celui-ci et de la bobine seront superieures a la tension 
appliquee U m (surtension) . Le rapport de surtension est : 

Uc _ 7m /Cujq _ 1 _ Lujq 

7/m 7?7|v| RCujq R 

Ainsi, le rapport de surtension a la resonance est egal au facteur de qualite Q 
du circuit du dipole et la pulsation de resonance coincide avec la pulsation 
propre des oscillations libres du circuit. 


7.3.3 Puissance moyenne consommee dans un dipole 

■ Expression generale 

En regime stationnai re (ou quasi stationnaire) lorsqu'une charge dt/ entre par 
la borne A d'un dipole pendant I'intervalle de temps dr, il ressort la meme 
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charge par sa borne B. Le dipole regoit ainsi I'energie V A dq et perd I'energie 
V B d q durantdr. Au total II a regu I'energie : 


dW = (V A - V B ) d q =u dq 


la puissance electrique mise en jeu dans le 
dipole est done : 


V = u -p 
dr 


U 



4? 


j 


Fig. 7.16 


h 


soit, en fonction de I'intensite i dans le dipole : 


V = ui 


(7.39) 


Notez le caractere general de la relation (7.39), valable pour un dipole quel- 
conque en regime stationnaire (continu) ou quasi stationnaire. 


■ Puissance moyenne en courant sinusoidal 

Si u — U\y\ COS cut et i — Iff) COS {cut + cp) , SO it m = (/tne 1 ^ et i — 
l m e l on obtient directement la valeur moyenne P de la puissance en 
utilisant la relation (7.28) : 


P = ^Re(u m l m e soit: 


P — 2 ^in^m COS p> 


(7.40) 


Comme on a cos^ = R/Z (cf expressions (7.32) et (7.33)), cette expression 
peut aussi s'ecrire : 


P = 


vl 

2R 


(7.41) 


■ Valeurs efficaces 

On appelle valeurs efficaces t/et/du courant etde la tension respectivement 
I'intensite U et la tension I continues qui produiraient la meme puissance P 
dans la resistance R, soit : 


U m 

U = 

et 

, = !il 

V2 


V2 


(7.42) 
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L a puissance moyenne peut done s'ecrire egalement : 


P = UI cosy? 


(7.43) 


7.3.4 Theoremes generaux des circuits lineaires 

Les lois de Kirchhoff (cf. 6.8) sont lineaires; on en deduit les theoremes sui- 
vants, valables pour les circuits ne comportant que des dipoles actifs ou pas- 
si fs lineaires. 


• Theoreme de superposition 

L 'intensity qui circule dans un dipole est la somme algebrique des intensites 
creees dans ce dipole par chaque generateur du reseau pris isolement (les 
autres generateurs etantalors remplaces par leurs impedances internes). 


Ce theoreme est utile lorsqu'il y a plusieurs sources de tension dans le reseau. 
■ Theoreme de Millmann 

On defi nit souvent les potentiels V^des noeudsA^ par rapport au potentiel d'un 
noeud de reference que I 'on prend nul [la masse). Le theoreme de M illmann 
traduit la loi des noeuds a I 'aide des potentiels des noeuds voisins d'un noeud 
donne. 

Ainsi, si Y k est I 'admittance complexe de la branche (A^N) arrivant au noeud 

N et en supposant que toutes les branches arrivant en N sont des dipoles pas- 
sifs lineaires, la loi des noeuds s'ecrit : 


Soit : 


J2* k = o <=* H n (v k -v N ) = o 

k k 


v N 


k 

TJP 


(7.44) 


Ce theoreme est tres utile pour eliminer les 
courants, si Ton ne s'interesse qu'aux ten- 
sions. 


lJi 7 xA/ 




i'?. > \ At /j 


✓ 


Fig. 7.17 
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Notez bien que le theoreme n'est pas applicable sous cette forme si I'une 
des branches aboutissanten N est active, en particulier par exemple si el le ’ 
impose une tension donnee (ce qui suppose la presence d'une source de 
tension). 

Prenez garde egalement a ne pas oublier de compter au denominateur les 
impedances des branches correspondant a des potentiels Vk nuls. 


■ Theoreme de Thevenin 

Le courant qui circule dans une branche AB d'un reseau lineaire est Je 
meme que si la branche AB etait alimentee par une source de tension Et 
egale a la tension obtenuejntre A et B en supprimant la branche AB, en 
serie avec une impedance Zr egale a I'impedanceequivalente entreA et B 
dans les memes conditions. 

Ce theoreme est utile pour trouver I 'i ntensite du courant dans une branche par- 
ticuliere du reseau. 







o 

RiScau 

1 

'l 

2 



— 


* 


■ Theoreme de Norton 



.•1 

I RcNOau 1 
1 1 



It 


l 

- 



KcpmAciitation 
ilc Thevenin 


Fig. 7.18 



RcpriKcntation 
tie Norton 


Le courant qui circule dans une branche AB d'un reseau lineaire est le 
memequesi labrancheA# etait alimentee par une source de courant d'in- i; 
tensite 7 n egale a I'i ntensite entreA et B en remplagant la branche AB par 
un court-circuit, en parallele avec une impedance Zr egale a I 'impedance 
equivalente entreA et B dans les memes conditions. 

Ce theoreme est surtout utilise en electronique dans des circuits comportant 
des transistors, car ceux-ci font office de sources de courant. 
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EXERCICES 


7.1. Surtension a l'ouverture d'un interrupteur 


1) L e circuit d'une lampe a incandescence all u- 
mee peut etre schematise par une resistance et 
une inductance alimentees en regime station- 
naire par une source de tension continue E. 
Determiner la tension u(t ) aux homes de I'in- 
terrupteur apres l'ouverture de celui-ci 
(figure 7.19). On considered que I 'interrupteur 
ouvert equivaut a une tres faible capacite C en 
serie dans le circuit. 


_TYVYY\. 


W 


Fig. 7.19 


2) Calculer la constante de temps du circuit, la periode des oscillations non amorties 
et la valeur maximale U m atteinte par u(t) en fonction de E. On donne : 

R = 100 £2 L — 1CT 5 H C = 10~ 13 F. 


7.2. Oscillations de relaxation d'une 
lampe au neon 

Une ampoule au neon (L) ne s'allume que 
si la tension u entre ses homes atteint la 
tension V a (tension d'allumage). E I le reste 
allumee tant que u reste superieure a une 
tension d'extinction V e < v a . Lorsque la 
lampe est eteinte sa resistance est prati- 
quement infinie; el le prend la valeur r 
lorsqu'elle est allumee. 

On realise le schema de la figure 7.20 avec une source de tension continue E. 



Fig. 7.20 


1) Etudier la tension u(t ) en fonction du temps (on supposera w( 0) = 0 ), dans le cas 
ou un regime periodique s'etabl it. Preciser ledomainedes valeurs possibles de la ten- 
sion appliquee E. 


2) Tracer le graphe de u(t) et calculer la periode T des oscillations, avec les valeurs 
numeriques suivantes : 


V a = 90V Ve = 75V r = 5 • 10 3 Q 
C = 1/xF R =2-10 4 ^ E =125 V. 
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7.3. Adaptation d'impedance 

Line source de tension sinusoi'dale d'ampl itude E et d'impedance z. est util i see pour 
alimenter un dipole d'impedance z. Comment faut-il choisir z pour que la puissance 
moyenne absorbee par le dipole soit maximale ? 


7.4. Bande passante d'un dipole R,L,C serie 

La largeur de la bande passante Aw d'un dipole /. 
R,L,C serie est la largeur du pic representant I'in- 
tensite efficace /(w) dans le dipole alimente a 
tension efficace U constante. On definit cette 
bande passante comme I'ensemble des pulsations 
(ou des frequences) pour lesquel les I'intensite 
efficace est superieure a l r /V 2 ou / r est sa valeur 
a la resonance. 



1) Calculer Aw. 

2) M ontrer que le facteur de qualite Q du circuit peut s'ecrire : 


3) Calculer la frequence de resonance uo, le facteur de qualite et la bande passante en 
frequence Au du dipole si L = 4 mH, C = 0,4 /iF, R = 120 f2. 

Quelle seraitle rapport de I'intensite h a I'intensite / r pour la frequence^ = 0,9 v$ ? 
Conclure. 


7.5. Representation « parallele » d'une bobine reelle 

Une bobine reelle est normalement representee par une inductance L et une resis- 
tance r en serie. M ontrer que si la pulsation u de la tension sinusoi'dale appliquee est 
telle que r Luj, on peut alors la representer par un dipole constitue d'une induc- 
tance L et d'une resistance R en parallele que Ton exprimera en fonction de L,r,co. 


7.6. Circuit bouchon 

1) M ontrer qu'un dipole constitue d'un condensateur (capacite C) et d'une bobine 
d'indutance L et de resistance negl igeable ne laisse pas passer le courant pour une 
frequence wo que Ton determ inera. 
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2) On desire eliminer des signaux de frequence egale a 500 Hz dans un circuit. On 
intercale pour cela dans le circuit un dipole constitue par une bobine d'inductance 
0,25 H et de resistance 16 Q en parallele avec un condensateur. 

Quelle doit etre la capacite de celui-ci ? Quelle est alors I 'impedance de ce dipole ? 


7.7. Etude d'une branche dans un circuit 

Dans le circuit de la figure 7.22, on donne 
h = locosut ainsi que L,C,R. Calculer u(t), 
i\(t) et le dephasage p de u par rapport a la ten- 
sion v aux bornes du condensateur. On exprimera 
les phases de u(t) et /i(?) en fonction de p. 



7.8. Filtre 

La tension d'entree du filtre de la 
figure 7.23 est (en volt) : 

wiO) = 120 sin 300? + 120 sin 600? 

Calculer la tension de sortie U 2 (t) en 
circuit ouvert. 



1 k$? 

r — l 

1 kit 


- 

lu pF 

1 ! 

io aF 

IO )iF 


Fig 

. 7.23 



7.9. Pont dephaseur 

Une tension v(t) = Vo cos out est appliquee 
entre les points A et B de la figure 7.24, tandis 
que la tension u(t) = t/ 0 cos (out - ip) est pre- 
levee entre les points M et N. 

1) Montrer que V 0 = U 0 en circuit ouvert 
entre M et N quand RC = R\C\. 

2) Trouver le dephasage ip lorsque cette 
condition est real isee. Quelle est la valeur de 
p Si R = 1 /Cou ? 



Fig. 7.24 
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7.10. Pont de mesure de Nernst 

On considere ledipoleAB de la figure 7.25 (Pont de Nernst) alimente par une source 
de tension si nuso'i'dale de frequence/ = 5 kHz et dans lequel R\,R 2 ,R 3 sontdes boT- 
tes de resistances variables etalonnees, C 3 une boTte de capacites egalement etalon- 
nees, C et R represented la capacite et la resistance de fuite en parallele d'un conden- 
sateur inconnu. 

Le pont est dit en equilibre lorsque la difference de potentiel entre les points M et P 
est nulle, ce que I 'on verifie en connectant un oscilloscope entre M et P. 

1) On designe par Zi,Z 2 ,Z 3 ,Z les impedances complexes des branches (AM), 
(AP), (MB), ( PB ) respectivement. M ontrer que lorsque le pont est a I'equilibre on 
a la relation : 


ZiZ — Z 2 Z 3 

2) Determiner R et C, sachant que I'equilibre 
du pont est realise pour : 

Rl = 25 £2; Ri = 100 £2; 

7?3 = 170 k£2 ; C 3 = 3,6 • 10~ 7 F. 



7.11. Le circuit de la figure 7.26 comporte une bobine de resistance negl igeable et 
d'inductance L = 0,32 H , une capacite C = 67 nF, une resistance R = 10 000 L2 et 
les sources de tension e\(t) = 30 cos(1000m) , ei(t) = 150 cos(1000m + 7r/2) 
(mesurees en volt). 

1) Calculer les impedances Z L de la bobine et Z c du condensateur. 

Calculer la tension u(t) et I'intensite du cou- 


| rant i(t) dans le conducteur ohmique en uti- 
| lisant: 


HI — 1 

c 

| 2 ) le theoreme de superposition ; 


m (0 ^ 

s 3) le theoreme de Thevenin ; 

O 7 

O 

T 


4) le theoreme de Norton ; 


5) le theoreme de M illmann. 


Fig. 7.26 
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CORRIGES 


7.1. Surtension aux bornes d'un interrupteur 

1) La loi des mail les s'ecrit : 

d / q 

L - — (- Ri — E = u(t) — — 
d t C 

soit, avec i = dq/dt = Cdu/dt et r= L/R : 


YYYY\ 



L(<\t/<\t) 1 , 

1 

\E 

R» 


V 

it)-q/Ca 


d 2 u R 6u u Fin 7 27 

-r-rr + + = E NG ‘ ' ' 

dt 2 L d/ LC 

C etant tres faible, le discriminant de I ’equation caracteristique de I ’equation homo- 
gene est certainement negatif. On a done une solution de la forme : 

u(t) = E + (A cos Ojt + B sin ut) e - T 

Avant I'ouverture de I 'interrupteur I'inductance ne joue aucun role, le courant est 
continu et a pour intensity I = E/R. L 'inductance impose la continuity du courant, 
e'est-a -dire de du/dt , et done a fortiori celle de la tension u : 


di< 

dr 

Soit, a t = 0 : 


-A + luB I COS tv/ + — B — ujA I si n 0Jt 


E = E + A 
„ du . 

1 0) = C d7 0) 


A — 0 (continuity deu) 

E 

— = CuB (continuity de/) 


En definitive : 

u{t) = E ( 1 h — sinwA e~‘r 


2) La constante de temps du circuit est : 

L 10~ 5 

t=- = —^- soit r ~ 6 • 10~ 7 s. 

R 10 2 

Si I'on neglige I'amortissement, la periode des oscillations est : 

To = 2itVlC = 2WlO- 5 x 10- 13 soit To ~ 6 • 10~ 9 S. 





© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Corriges 


207 


To est done petit devant r : la pseudo-periode des oscillations du circuit considere est 
done pratiquementegalea T 0 et I 'on peutconsidererque, lorsque z<(?) est maximale, 
sin ut = 1 et e~ t/T ~ 1. On a done, avec t o = 1 /VLC = 10 9 rad • s _1 : 

u ’'= :E ( 1 + lk) = E { 1 + ioM» ) soit U ^ W0E - 


7 . 2 . Oscillations de relaxation d'une lampe au neon 


1) Dans la premiere phase on ferme I'in- 
terrupteur, la tension aux homes de la 
lampe est initialement nulle et la lampe est 
eteinte. Le condensateur se charge pro- 
gressivement : 



d q d u 
1 ~ 6t ~ C 6t 



k 

4T* 

Q \ C 

I 

d) 

vy u 

(Lpr 

Fig. 7.28 


Loi des mail les : 


d u q 

RC — + - = E 
dr C 


Lasolutionde cette equation est (c/. paragraphe 7.2.2), sachantqueii(O) = 0 etavec 
t — RC : 


u{t) = E( 1- e~ t/r ) 


Si E < V a , alors u ne peut atteindre y a et la lampe reste eteinte. 
Si E > V a la lampe s'allume a I'instant n tel que : 


n(n) = E (1 - e~ fl/r ) = Va 

D'ou : 



Dans la deuxieme phase le condensateur se decharge dans la lampe qui se comporte 
comme une resistance en parallele aux homes du condensateur ; la lampe reste allu- 
mee tant que u reste superieure a V e . On a : 

6q d u 

i c = ~r = C — 
dr dr 

u 

i r = ~ 
r 
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tin Ru 

E = u Ri — u RC — — “I - — 
d t r 

tin / R\ 

£ = T d7 + ( 1+ 7j“ 

On obtient done la meme equation que dans la premiere phase en posant 

r E 

Y = - — et E' = , Par suite, avec la condition initiale u(t\) = V a , il 


1 + R/r 


vient : 


1 + R/r 


,(t) = E' + A = E' + (V a - E') e~ (t ~ tl)/lJ 


On voit que u tend vers E 1 quand t tend vers I'infini : si E’ < v e , alors la lampe 
s'eteindra a un instant ti et un regime periodique va s'etablir. La condition est done 
en definitive : 


V a < E < Ve ( 1 + - 


2) La deuxieme phase s'acheve quand u(t 2 ) = V e : 
V e = E 1 + ( V a — E') 

t 2 -ti =/ln Va ~ E> 

V e - E' 

V. 

Si to est I 'instant ou u atteint la valeur V e 
dans la premiere phase (voir le graphe), la 
periode des oscillations de la lampe sera : 

T = Ol - to) + (?2 - t\) 

On aura par consequent, de meme qu'au 1 ) : 

E 


i,T ij 

Fig. 7.29 


to — Tin 


E - V P 


et ti-to = r\n 


E - V e 
E- V a 


Finalement : 


, E - Ve , , Va - E’ 
T — t In 1- Y In 


A.N. 


1+ - = 5 


Y = r/5 = 4 • lO^S 

T = 0,02 In ^ + 4 - 10" 3 In 

35 50 


= RC = 2 • 10 4 x 10 -6 — 0,02 s 
E' = E/5 = 25V 

SOit T = 8,2 ■ 10 -3 S. 





© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Corriges 


209 


7.3. Adaptation d'impedance 

La tension aux bornes du dipole et du generateur est u = zT =e -zl et I'intensite 
du courant dans le dipole est par consequent : 

~ e 

Z + z 

La puissance moyenne absorbee par le dipole est done (cf paragraphe 7.3.1) : 

P = I Re(«7*) = ^ Re(z77*) 

1 n ZE 2 

= o Re-^ — — 

2 (z+?)(z*+z*) 

soit, en posant Z = R + jS et 7=r + js\ 

1 RE 2 

p — 

2 (R + r) 2 + (S + 5) 2 

a R et r fixes, on obtiendra un maximum pour 5 + ^ = 0 : 

1 RE 2 

P = > 7 

2 (i? + r) 2 

r etant donne, P passera par un maximum lorsque sa derivee par rapport a R s'an- 
nule, soit si : 

1 2 R 

( R+r ) 2 (R + r) 3 

( R + r ) - 2 R 


= 0 
= 0 


En definitive il faut que : 



7.4. Bande passante d'un dipole i?X,C serie 

1) On a 7 r = U/R a la resonance, d'ou : 

u 2 
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soit, en egalant les denominateurs : 



1 

Loo =±R 

Clo 

LClo 2 ± RClo -1=0 

Les solutions positives de ces deux equations du second degre, lesquel les ont meme 
discriminant A, sont de la forme : 

R R 

u>i = — - — h VA et - — y Va respectivement. 


La largeur de la bande passante est done : 


R 

Aw = 

I 


2) Le facteur de qualite est : 


soit : 


Q = 


Lloq Lloq 

R LAuo 


A lo 


3) Frequence de resonance : 

LOO 1 

V 0 = ^- = 


2tt 2nVLC 2W4 • HP 3 x 4 • 10“' 


Hz 


soit: zx 0 ~39kHz. 
Facteur de qualite : 


2 ttvq 2 ir x 39 • 10 3 .. .. . . 

Q = = — SOlt Q ~ 2000. 

^ R 120 


Bande passante : 


v 0 39 • 10 3 
Av = — = 


Q 2 - 10 3 
Pour v = 0,9^0 I'impedance du dipole serait : 


soit Av ~ 20 Hz. 


z = Jr 2 + o,9Lcj 0 


0,9Cwo 


= Rjl + Q 2 ( 0 , 9 - — 





© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Corriges 


211 


carLCw 0 2 = l => Q = Lujq/R = 1/RCujq. Par suite : 

Z = Ry / 1 + 4 • 10 6 X 4 • 10- 2 ~ 400 R 

Comme U = Zh = RI r , il en resulte que : 

/ _ R _ i 
T r ~ Z ~ 400 

L 'intensite est 400 fois plus faible qu'a la resonance : le dipole R,L,C serie constitue 
un filtre en frequences de bande passante etroite grace a un facteur de qualite el eve. 


7.5. Representation « parallele » d'une bobine reelle 


On doit avoir U = ZI avec : 

1 _ i 1 _ 1 

Z jLuj R r + j Leo 

1 _ i 1 -) 

R r + j Luj jLlo (—Llu + 



ir ) Lu> 


R est reelle ; aussi, cette egalite ne peut-elle etre 
realisee qu'approximativement, a savoir si 

r <?C Luj 


R = 


lW 


Fig. 7.30 


7.6. Circuit bouchon 

1) Calculons I 'admittance complexe Y du dipole 
et cherchons si son module s'annule, de sorte que 
le courant qui traverse le dipole soit nul, pour une 
certaine pulsation. En parallele, les admittances 
s'ajoutent (figure 7.31) : 


Y = 


1 

jLu 


+ jCu = j 


LCuj 2 - 1 

Luj 



Fig. 7.31 
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L'admittance s'annule pour la pulsation wo telle que : 
LCujq = 1 soit wo = 



2) A la frequence 500 Hz, Lw = 0,25 x 2n x 500 ~ 800 f2 » 16 f2 .11 suffit done 
de real iser la condition LCw 2 = 1, soit : 

C = —F F soit C = 0,4 uF. 

Lw 2 0,25 x 47 r 2 x 0,25 • 10 6 

L'impedance complexe de la bobine est r + jLu; ; par suite l'admittance complexe 
de ce dipole est : 

~ 1 1 — LCw 2 + jrCu) 

Y = 1- j'Cw = j 

r + jLuj r + jLu 

rCu rC 

r + jLu L 

La valeur de l'impedance a la frequence de 500 Hz est done : 

L 0,25 

Z = — =— — soit Z = 39kQ. 
rC 16x0,4 - 10 6 


7.7. Etude d'une branche dans un circuit 

La loi d'Ohm s'ecrit, aux bornes communes aux deux branches, a I 'aide des amplitu- 
des complexes (cf figure 7.32) : 

u = jLuh = (r + J^j h 


Par consequent, on a d'une part, avec h-1 o : 



et arg U = arctan (RCu) - ^ 

2 Fig. 7.32 
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Or, 


h = JCujV 


u = 



V 


Le dephasage p entre u(t) et v(t) est done : 


P - arctan (RCu) 


Par suite, arg U = <p - tt/2 : 


u(t) = R e(U e'^) = u cos (ut + p- v/2) 


soit enfin : 


u(t ) = 


v/1 + (RCu) 2 

Coj 


/o sin (t ot + p) 


Par ailleurs, on a : 


h 


u n + jRCu \ 

jLu> V L CoJ 2 J ° 


y/1 + (RCUJ) 2 
LCoj 2 


h e' v 


Finalement en prenant la partie reel le de I\ e iuJt , il vient ; 


hit) = 


y/\ + (RCui) 2 
LCoj 2 


Iq COS (t ot + p) 


Comme on pouvait s'y attendre, la tension aux bornes de I'inductance supposee pure 
est en quadrature avance sur le courant qui la traverse. 


7.8. Filtre 

Nous al Ions appliquer le principe de superposition, la tension d'entree ui(t) etant la 
somme algebrique de deux tensions sinusoi'dales de pulsations differentes, soit lo et 
J . La figure 7.33 indique les sens positifs choisis pour les courants (representes par 
leurs amplitudes complexes) et tient compte de la loi des noeuds. Notez que, le cir- 
cuit etant ouvert entre P et M (il n'y a pas de circuit exterieur), le courant dans les 
branches Arp et PM est le meme, ce qui n'est pas le cas dans les branches BA etAN 
car la tension entre A et B est imposee. 
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Premiere methode 

On a dans ces conditions, en ecrivant les lois de K irchhoff : 

[maille (ANPMB)] Ui = U 2 + RI\ + r7 2 (1) 

[branche (PM)] l 2 = j CuU 2 (2) 

[maille (ANN' A)] 0 =r7 2 + U 2 - h ~ h (3) 

jCu> 

II faut done eliminer les courants de ces equations. En reportant I 'expression (2) dans 
(1) et (3) on obtient, apres avoir multi pi ie les deux membres de (3) par j Cu : 

Ui = Rh + (1 + j RCu) U 2 (10 

0 = -Rh + j CcoU 2 + (1 + j RClo) j RClo (30 


Par addition membre a membre des 
equations (10 et (30 : 

(\ 

Ui = (1 - R 2 C 2 u? + 3 j RCu) U 2 
On a done finalement : 

Fig. 7.33 

U 2 = K e'> avec K = [(1 - R 2 C 2 u?) 2 + 9 (7?Cw) 2 ] 1/2 
V? = - arccos \jc (1 - 7? 2 C 2 w 2 ) 2 j 

Avec u = 300 rad • s _1 on trouve : 

K = 0,083 U 2 = 10 V (p 2 = -2,30 rad 
Avec oj = 600 rad • s _1 on trouve : 

/T = 0,025 t/ 2 = 3 V p 2 - - 2, 67 rad 

En definitive, par superposition : 




On noteque I'amplitudede lacomposantedu signal de sortie dont la pulsation est600 
est reduite a 30 % de cel le de la pulsation fondamentale : le dispositif constitue un 
« filtre passe bas », e'est-a-dire ne laissant passer que les basses frequences. 
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Deuxieme methocle 

II eta it ici tout parti cul ierement indique d'utiliser le theoreme de M illmann, ce qui 
conduit plus simplement au resultat. En posant v B = V M = 0, la somme des admit- 
tances des branches aboutissant au noeud N est : 

11 . 2 

— -I - — -\~ j Cco — — j Cco dou 

R R R 

V a /R + Vp/R _ Ui + U 2 
2/R + jCco 2 + j RCco 

meme pour le noeud P : 

1 1 

— j Cco — — j Cuj dou 

R R 

V n /R + 0 X j Cco _ U 1 + U 2 

1/R + jCuj _ (2 + jRCu)(l + j RClo) 

vient : 

U 1 + U 2 = U 2 (2 - R 2 C 2 lo 2 + 3; RCco) 

~ _ Ui 

Ul ~ 1 — R 2 C 2 co 2 + 3j RCco 

C’est bien le resultat obtenu plus haut. 

On aurait pu etre tente d'utiliser le theoreme de M illmann au noeud A plutot qu'en P, 
W mais ce n'est pas possible car le circuit n'est pas ouvert entre A et B : on ne pos- 
sede aucune information sur le dipole exterieur AB, qui est ici equivalent a un gene- 
rateur deThevenin. 


Y P = 
V P = 

Comme V P = U 2 , il 


Yn = 
V N = 


7.9. Pont dephaseur 


1) Cherchons la relation entre les amplitudes 
complexes U et V des tensions u(t) et v(t). En 
circuit ouvert entre M et N, le courant est le 
meme dans les dipoles AM et MB d'une part, 
dans les dipoles AN et NB d'autre part et I'on a 
(cf. figure 7.34) : 


V = RI + 


I 

jCu 


U 


—RI + 


h 

j C\co 


h 

j ClLO 


+ Rih 



Fig. 7.34 
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En reportant 7 et 7\/j C\uj en fonction de V dans I 'expression de U , on obtient : 

j CojV V 

U = -R — ^ + 

1 + j RCuo 1 + j RiCiuj 

—j RClo(1 + j RiCiuj) + (1 + j RCuS) ~ 

(1 + j RCu)(l + j R\C\u) 

~ 1 + RCR\C\u? ~ 

(1 + j RClo)( 1 + j R\C\lo) 

On aura Uq = Vo si le coefficient de V est de module 1, c'est-a-dire, en posant 
RCu = a et RiCiuj = b, si : 

|1 + ab\ _ 

\(l + ja\\l + jb)\ ~ 

soit, en egalant les carres des modules du numerateur et du denominateur : 

1 + lab + a 2 b 2 = 1 + a 2 + b 2 + a 2 b 2 <^==> (a — b) 2 = 0 <^==> a = b 

On doit done avoir RC = R\C\ et I 'expression de U devient : 

~ 1 — j RCu> ~ 

U = V 

1 + j RCiO 

Utilisation du theoreme de Millmann 

Le theoreme de M illmann donne le resultat aussi simplement. Posons V B = 0 , de 
sorte que V A = v, et appliquons le theoreme aux noeuds M et N : 

Va/R + j CujVb _ V 
1 / R + j Cut 1 + j RC (jj 

Vb/Ri + j Ciu;V A _ j RiCicoV 
1/Rl + j Cico 1 + j RiCico 

~ ~ _ (1 + j RiCiuj) - j RiCiuj (1 + j RCu) ~ 

M N ~ (1 + j RCu) (1 + j RiCiu) 

1 + RCR\C\u? ~ 

(1 + j RCuj) (1 + j RiCiuj) 

On retrouve done I 'expression ci-dessus. 


Vn = 

u = 
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2) On a par ailleurs : 


-<p = arg j = arg(l - j RCoj ) - arg(l + j RCco) 
= -2 arg(l + j RCu) 


En definitive : 


<p = 2 arctan(7?Ccv) 


Pour R = 1/Cuj on a : 


tp = 2 arctan 1 = 2 x ^ soit 


7.10. Pont de mesure de Nernst 

1) Exprimons la difference de potentiel V M - V P 
en suivant respectivement les chemins MAP et 
MBP, et ecrivons qu'elle est nulle lorsque le pont 
est a I'equilibre : 

V m -Vp =-zJ+Z 2 V =0 

V M -V P =Z 3 I-ZI' =0 
Par suite : 

I _ z 2 _ z 

p- 


Z\Z = Z 2 Z 3 



On obtiendra aussi rapidement ce resultat avec le theoreme de M illmann (poser par 
exemple V B = 0). 


2) Cette relation peut s'ecrire Y\Y = Y 2 Y 2 en utilisant les admittances Y\ = \/R\, 
Y 2 = l/R 2 , f 3 = l/7?3 + J C 30 J, Y = 1/Z, d'OU : 


soit encore : 


On a done : 


A.N. 


Y 2 ~ Ri ( 1 

y — ^y 3 = — ( — +/ C 3 W 
Y\ R 2 \r 2 

1 , ^1 , . R 1 C 3 U 

b / C ( jl ) — ~b / 

R J R 2 R 3 j R 2 


r 2 

R - — R 3 
Ri 


et 


Ri 

c = — c 3 

r 2 


R = 680 kC2 C = 9,0 • 10^ 8 F 
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7.11. Utilisation des theoremes generaux 

1) On a : 

Z L = Lco = 0,32 X 1000 vr soit Z L = 10 000 ^2 



1 

67 • 10- 9 x 1000 vr 


soit 


Z c = 5 000 Q 


2) Avec ei(t) seule, on a I'impedance equivalente (en ohm) : 

Zl = Zl+ rijz- 1 = 104 J ' + io- 4 + 2 - io- 4 7 


= 10 4 / 


= 2 • 10 3 (1 + 3/) 


h = S = 3? — = 1,5 • 10- 3 (1 - 3 j) 

Zi 2 • 10 3 (1 + 3j) 

U l =E l - Z c h = 30-15 j (1 - 3 j) = -15 j (1 + j) 
Avec e 2 {t) seule, I'impedance equivalente est : 

&= 2 c + m +^- 0 ' 5 104 j+ 


= 10 4 (^-0,5 j+ = 5000 



Fig. 7.36 
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3) Theoreme deThevenin 

Calculons I'impedance equivalente Z entre A et B en deconnectant la resistance 
(figure 7.37a) eten supprimant les sources ; Z L et Z c apparaissent alors en parallele : 

I = zL + Jl = 2 . 10 “ 4 j - 10~ 4 j = 10~ 4 7 et Z = -10 A j 

Z Z C Z L 

La tension E t entre A et B en I'absencede R (figure 7.37b) s'obtient simplementavec 
le theoreme de M illmann (on prend V B = 0) : 

~ = y L Vp + Y c Vn = YlEy + YcE-z 

1 Yl + Y c Yl + Y c 


-10 " 4 ; x 30 + 2 • 10" 4 j x 15 j 
—10 4 y + 2 - 10 4 y 


= 30(j-l) 


(enV). 


<a> 



Le schema equivalent deThevenin (figure 7.37c) donneenfin/ puis U : 


I = 


Et 


= 30(7 ~ 1) 

Z + R 10 4 (1 - 7) 
On retrouve les resultats de 2). 


= -3 • 10“ 3 (en A) et U = R? = — 30(en V ). 


4) Theoreme de Norton 

L 'admittance equivalente entre A et B a deja ete calculee : Y = 10 _4 7 (en ohm). II 
reste done a trouver le courant de court-circuit 7 n entre A et B. 



Fig. 7.38 
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Cecourant est la somme des courants I\ et /2 fournis par les deux sources de tension. 
On obtient facilement ces courants en appliquant la loi des mail les (7.38a) : 


h 

II 

II 

30 

1C 4 /- 3 10 '2 

[mail le(PA B P] 

h = 

. ^2 _ 

15j . = 3 • 10- 3 

[maille(NABN] 


" Zc 

-5 • 10 3 j 


In — h + h — — 3 -10 3 (1 + j) 


L 'admittance equivalente aux bornes de la source de courant de N orton (figure 7.36b) 
permet de trouver U : 

'n = ( 7 + i) R = (10- + 10- 4 ,) u 

D'ou : 


-3-10- 3 (l + j) 
10- 4 (1 + J) 


soit U — -30V et / = — - -3 • 10' 3 A. 

R 


5) Theoreme de M illmann 

Le theoreme de M illmann permet d'obtenir directement la tension U, soit (avec 
V B = 0) : 

~ = Y L Vp + YcV N + 0xa/R) = Y l Ei + Y c E 2 
Y l + Y c + l/R ~ Y l + Y c + 1/ R 

= -10 - 4 J x 30 + 2 ■ 10 4 7 x 15 j = 30 ■ 10“ 4 (1 - j) = 

-lO - 4 j + 2 • 10^ 4 j + 10- 4 10- 4 (j - 1) 


On retrouve par consequent 7 = U/R = - 3 • 10~ 3 A. 
C 'est done cette methode qui s'avere ici la plus rapide. 



Problemes d'examen 
corriges 


ENONCES 


Probleme n° 1 


Une sphere metallique de rayon a , non 
chargee, est placee dans un champ 
electrostatique uniforme Eq = Eq e x . 

1 ) Quel est l’effet de Eq sur cette sphere ? 

2) A l’interieur de la sphere, quel est le 
champ induit E\ et le champ resultant E v . 

Soit Vo l e potentiel en O avant l’introduc- 
tion de la sphere. Quel est le potentiel a 
l’interieur et sur la sphere ? 

3) On se propose de calculer le potentiel en tout point exterieur a la sphere. 
On designe par P — o Eq lc moment dipolaire equivalent a la sphere, place en 
O. Quel est le potentiel resultant V ( M ) ? (On determinera le coefficient a en 
exprimant la continuity de V sur la surface.) 



4) En deduire les composantes radiale et orthoradiale du champ a 1’ exterieur 
de la sphere. 

5 ) Quelle est la densite surfacique de charge a ? 


6) On suppose maintenant que Eq = Eq (x) e x Eq(x) etant une fonction len- 
tement variable a l’echelle de a. Calculer la force qui s’exerce sur la sphere 


en fonction de a et de la densite volumique d’energie iv = 


£qEq(x) 


2 
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Probleme n° 2 

A ) Deux plans paralleles infinis (7 r) et (tt) cou- 
pent perpendiculairement l’axe x' Ox respecti- 
vement aux points A et B d’abscisse -d et + d 
(voir figure). 


(n) 

p _ cte 

(n') 

A 

0 

B 

— d 


+ d 


Une distribution uniforme de charge de densite volumique p remplit l’espace 
compris entre les deux plans. 

1 ) Montrer que le champ E, cree par cette distribution de charge, est parallele 
a x' Ox. 


2) a) En appliquant le theoreme de Gauss, determiner le champ produit par 
l’ensemble des charges en tout point M d’abscisse x. 

b) Tracer la courbe representant la variation de la composante E x du champ 
en fonction de x. 

B) Application : oscillation d’un gaz d’ electrons 

Soit une lame de cuivre d’epaisseur 2d dont les autres dimensions sont gran- 
de s devant d. 

On s’interesse au mouvement des electrons se 

depla§ant, par rapport au reseau d’ions positifs, 1111 ! ^ 111 1 

perpendiculairement a la lame, suivant la direc- 
tion de l’axe x'Ox. Dans l’etat d’equilibre, le x ’ ► % 

nombre d’electrons par unite de volume est hq. 

On suppose que les electrons de meme 1 

abscisse xo subissent le meme deplacement 2 d 

x — xq. Ainsi, si x > xq, le gaz d’electrons 

situe a droite du plan (P) d’abscisse x sera comprime, alors que le gaz d’e- 
lectrons a gauche de (P) sera dilate : la neutralite locale n’est plus mainte- 
nue ; cependant la plaque de cuivre etant isolee, sa charge totale est nulle. 

1) En faisant l’hypothese que les densites du gaz d’electrons comprime ou 
dilate s’uniformisent instantanement, calculer les densites de charge totale 
(ions + electrons) p L \ et (>« crees respectivement a droite et a gauche de ( P) 
par le deplacement du plan (P) de xo a x. 

2) En utilisant les resultats de la partie A), determiner les composantes E c \ x et 
Eg X des champs crees sur le plan ( P ), d’abscisse x, par p d et p g . En deduire 
que le champ total E x est proportionnel au deplacement x — xo de (P) . 

3) En negligeant l’effet de la pesanteur, quelle est la force agissant sur un des 
electrons du plan (P) ? 


0 


( p ) 


X 
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4) Montrer que cet electron a un mouvement periodique de pulsation cu p que 
l’on explicitera. 


Probleme n° 3 

Le cortege electronique d’un atome se represente d’une maniere tres simpli- 
fiee par une densite volumique de charge : 

A 

p(j) = — pour r ^ a 
p(r ) = 0 pour r < a 

r etant la distance au centre O de cet atome, n, A et a sont des constantes. Le 
noyau, place en O, porte la charge Ze (Z : numero atomique de l’atome, 
e : valeur absolue de la charge de 1’ electron). 

1) Calculer la charge totale q du cortege electronique. 

2) Montrer que n doit etre superieur a une valeur que l’on determinera. 

3) L’atome etant neutre, exprimer la constante A. 

4) En appliquant le theoreme de Gauss, determiner le champ electrique et le 
potentiel en tout point de l’espace. 

5) Retrouver 1’ expression du champ electrique en utilisant le theoreme de 
Gauss sous sa forme locale. 

Probleme n° 4 

1) Deux charges electriques q et q' = —A q (0 < A < 1) sont placees, sur un 
axe x' Ox, respectivement en O et en A (x& = d) . 

Montrer que la surface equipotentielle y f 
V = 0 est une sphere (£) dont on deter- 
minera les coordonnees du centre C et le 

o An 

rayon R en fonction de d et A . • — • — ► a 

q q’ 

2) On considere maintenant une charge q y’ 

placee en O et une sphere conductrice (5) reliee au sol ( V =0), de meme 
rayon R que la sphere E et dont le centre O se trouve a la distance D de q. 
a) Determiner D pour que la sphere (S) influencee par la charge q puisse etre 
remplacee par une charge ponctuelle —q\ placee en un point B de la droite 
OQ. On precisera la valeur de —q\ et les coordonnees de B. La charge —q\ 
est dite image electrique de la charge q par rapport a la sphere S. 
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b) Quelle est la charge Q portee par la sphere (5) ? 

c) Quel est le champ electrique E en un point M de la sphere ? 

d) En deduire la densite surfacique de charge portee par la sphere ? 

3) On maintient la charge q a la distance D de (5) mais cette fois, la sphere 
conductrice, initialement neutre, est isolee. En appliquant le theoreme de 
superposition, calculer le potentiel de cette sphere. 


Probleme n° 5 



(p\) w ( p y 


Quatre plaques metalliques Pj, P\ , IE, P( sont disposees comme l’indique la 
figure. On assimilera ces plaques a des plans illimites. 

Les lames metalliques sont suffisamment minces pour etre permeables aux 
electrons. (P[) et ( P\ ) sont portes au potentiel V\, ( IE) et ( P-,) au potentiel 
V 2 avec V 2 > V\ > 0. 

Une source emet des electrons vers (Ej) avec une vitesse initiale vq. L’origine 
des potentiels sera prise sur la source. 

Un electron dont la trajectoire rectiligne fait 1’ angle i avec x Ox, arrive au 
point I sur (Pj). 

1) On admet que le potentiel ne depend que de v. Sachant que le potentiel 

d 2 V<» 

V (x) verifie 1’ equation de Laplace ~ — = 0, calculer V (x) et tracer la 

dx z 

courbe V ( x ) . Tracer sur le meme graphique la courbe representant la norme 
du champ electrique E(x). Quelle est la nature de la trajectoire de 1’ electron 
entre les lames (P[) et (Pi), (Pj) et (P 2 ), (P 2 ) et (P^) ? 
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2) En considerant que la vitesse vq est pratiquement nulle, determiner la 
vitesse v(x) des electrons en un point quelconque M(x) en fonction de V(x). 

3) Montrer que la projection de la vitesse sur une normale a l’axe x' Ox est 
constante. En deduire une relation entre les angles i\ et ii que fait la trajec- 
toire de l’electron avec x' Ox aux points d’abscisse x\ et X 2 - 

En comparant 1’ expression obtenue a celle que donne la loi de Descartes en 
optique pour un dioptre separant deux milieux d’indice de refraction n | et ni : 

ri] sin /] = ti 2 sin Q 

montrer qu’on peut definir un indice de refraction pour les electrons et trou- 
ver la relation de correspondance entre 1’ indice n et le potentiel V. 

4) Quel est le role d’un tel dispositif dans un microscope electronique ? 

On negligera, dans tout le probleme, l’effet de la pesanteur. 


Probleme n° 6. Etude d'un reseau capacitif 


On considere le circuit de la figure, dont 
on respectera les conventions d'orienta- 
tion. 

1 ) Etablir une relation entre i \ , ij et 13 . 

2) Ecrire V \ — Vg en fonction de /] , puis 
h et enfin 13 . 

A t = 0 le condensateur dans la branche 
1 porte une charge q q ; l'autre condensa- 
teur est decharge. En deduire les valeurs 
initiales des intensites. 


H 



.4 

Fig. 1 


1 



3) En eliminant i\ et ij des relations obtenues au 2), montrer que l'equation 
difference lie regissant 13 peut s'ecrire : 


d /3 

dt 


+ 



r 


avec r = 3 RC. 


4) Donner la solution generate de cette equation. Precisez la solution cor- 
respondant aux conditions initiales du 2). 

5) En deduire l'equation differentielle regissant /] et en donner sa solution 
generale. 
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6) Donner les expressions des intensities correspondant aux conditions initia- 
ls et en faire une representation graphique. 

7) On connecte entre A et B une source de tension sinusoidale 
e(t ) = <?Q cos cut. Donner l'impedance du circuit entre A et B. On etudiera ses 
limites pour u> —> oo et cu — ► 0. 

Representer graphiquement l'amplitude de l'intensite totale dans le circuit en 
fonction de ui. 


Probleme n° 7. Filtrage 

On utilise le circuit de la figure 1 pour transformer la tension d'entree sinu- 
soidale u\ en une tension de sortie uj- On appelle fonction de transfert le rap- 
port des tensions complexes U 2 /u\ ■ 

1 ) Donner le module et la phase de la fonction de transfert. La tension U 2 est- 
elle en avance ou en retard sur u \ ? 


2 ) Pour quelle valeur cu c de cu le module de la fonction de transfert est-il egal 
a 1/V2 ? Calculer R pour C = 0,1 /xF ; f c = 1 000Hz. 


3 ) Representer graphiquement failure du 
module et de la phase de la fonction de trans- 
fert en fonction de la pulsation ui. 

4) La tension d'entree est un signal complexe 
forme de l'addition de plusieurs signaux sinu- 
soidaux de frequences differentes. Expliquer 
qualitativement comment l'amplitude rela- 
tive de ces signaux sera modifiee dans la 
tension de sortie. 


ti 





Fig. 1 


5) On envoie un signal en creneau u \ ( 1 ) de pulsation cu c en entree. On admet- 
tra qu'un tel signal se decompose en serie de Fourier de la forme : 
a a a 

«1 (0 = a cos l o c t + — cos 3 uj c t + — cos 5 c o c t + — cos 7 ui c t + ■ ■ ■ 


Comparer les phases des fonctions de trans- 
fert des trois premiers harmoniques de ce 
developpement a celle du fondamental. Faire 
de meme avec les modules des fonctions de 
transfert et conclure. 

6) On remplace la resistance par une induc- 
tance L et l'on connecte la sortie du filtre a 


L 

, /YVWl 



\Z 

zr 


Fig. 2 
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une impedance compjcxc Z (figure 2). Montrer que l'impedance equivalente 
a l'entree est egale aZ si: 



quand ui est inferieure a une pulsation de coupure u> c que l'on precisera, oil 
bien : 


Z = j 




quand to > cu c . 

A.N. Calculer L pour que la frequence de coupure soit de 2,4 kHz si C = 2/i F. 

7) On associe en serie un grand nombre d'elements identiques au filtre consi- 
dere au 6J, comme indique sur la figure 3. 

La borne commune est prise comme masse (potentiel nul), le potentiel a l'en- 
tree est note uo(t), le potentiel a la sortie du filtre n est u„ (!) et Ton designe 
par l n (t) l'intensite du courant sortant du filtre n. 

On considerera pour simplifier que les elements sont en nombre infiniment 
grand : on pourra admettre dans ces conditions que l'impedance complexe 
equivalente Z a la sortie du filtre n est independante de n. 



Fig. 3 


Montrer que le rapport de deux potentiels successifs est : 

u n Z — j Lu 
u n —\ Z 


8) On suppose u> < u> c . 

Calculer le rapport U n / Uq representant le module de la fonction de transfert 
des n premiers elements. 


9) On suppose maintenant co > cu c . 
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Calculer U n j Uq (on montrera que seule l'une des deux solutions trouvees au 
6) a une realite physique). 

A.N. Calculer U n / Uq pour la frequence / = 3 kHz, en considerant successi- 
vement n = 1 et n = 5 . 

10) Representer failure du graphe de U n / Uq en fonction de la pulsation uj. 


CORRIGES 


Probleme n° 1 

1) Sous faction du champ Eq e x , il appa- 
rait des charges + sur f hemisphere droit 
et des charges — sur l’hemisphere gauche. 

2) A l’interieur de la sphere : 

E r — Eq + E[ — 0 =>• 


Par suite V — V (0) = Vo 
et, par continuite : 

Via) = V 0 

3) A l’exterieur de la sphere : 

V (M) = V\ (M) + V 2 (M) 




ou Vj ( M ) est le potentiel du a Eq et V 2 (M) est le potentiel du a P. 

Eq = E 0 e x = grad Vi Vi = Eqx + Vq 
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V(M ) = Vq - E 0 r cos 9 + 


K P cos 6 K cos 6 ( E^r 1 

2 = y 0 + 9 — P -^E~ 

r z r z \ K 


Sur la surface : 


Via) = V 0 

- cr’ - cr’ 

P = — Eq =>• a = — 
K K 


V (M) = V 0 + 


-( a 3 — r i ) 


3 V ^ 1 3 V 

4) E(M) = E r e r + E e e e = e r - ee 

dr r at) 

Les composantes radiale et orthoradiale du champ sont done : 


/ 2r/ 3 \ 

E r = E 0 ll 4 j- j cos i 


Ee = Eq\ - 1 + —j J sin i 


5) A la surface d’une sphere chargee, le champ est : 

- a _> 

E = — e r 
£0 

ou cr est la densite surfacique de charge. 


Pour r = a, on a : 


E = E r e r = 3Eq cos (9c r 
cr = 3eqEq cos 0 


6) On a : F = —grad F p et F p = — P ■ Eq 

i ( 5 d FV r - 

F = V drh = ¥ £o iT 6 ' 


d / £()En 


ebe V 2 
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soit enfin : 


-* odw _ 

F — Ana — e x 
dx 


La sphere se deplace dans le sens des champs croissants. 


Probleme n° 2 


A) 1) Soit un point M quelconque. Le systeme physique est invariant dans 
toute rotation autour de la parallele a Ox menee de M. II doit en etre de meme 
du champ electrique E(M) qui est done parallele a l’axe x' Ox. 

Le systeme est de plus invariant dans toute 
translation perpendiculaire a Ox. 

Le champ E ne depend done que de 
l’abscisse x de M. Enfin, le systeme est 
invariant dans une symetrie par rapport au 
plan x = 0. Les champs sur les plans 
x — a ti x — —a sont done opposes, quel 
que soit a. 

2) a) Calcul de E x pour tout point M d’abscisse x ^ d our ^ — d 



On choisit comme surface de Gauss un 
cylindre d’axe parallele a Ox dont les 
bases de surface S, symetriques par rap- 
port a O, sont situees a l’exterieur de la 
distribution de charge. E (~ 

L’ application du theoreme de Gauss 
donne, compte tenu que le flux lateral est 
nul : 



$ = 2 SE 


(2d)Sp 


£0 


E = p A =► 

E --E- 

pour x < — d 

£0 

£0 

Z7 P d 

pour x ^ d 

Ex — 


£0 



b) Calcul de E x pour tout point M d’abscisse x e [— d, +d] 

Cette fois les bases du cylindre sont dans la region comprise entre ( 7 r) et in'). 
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On a : 

D’ou : 

c) Courbe E x (x ) 


(2 x)Sp 
$ = 2 SE = 1 

£0 




B) 1 ) Lc nombre d’ electrons en exces a droite est : 


N d = n 0 S(x -xo) 

ou S est la section de la plaque de cuivre. 
Par suite : 


Pd 


~eN d 
S(d - x ) 


-en o 


x — XQ 
d — x 



P, \ 

0 \ 

1 1 I 

(p) 

Pi 

X - d 

X 0, 

i 

i 

i 

X 


2 d 


Le nombre d’ electrons manquant a gauche est : 
N g = n 0 S(x - xo) 


eNg 

Pg ~ S(d+x ) 


= en o 


x — xo 
d + x 


2) Dans la partie A), on a montre que : 

E\ x = —d et E 2x = — —d 
£0 e 0 

En transposant ces resultats aux distribu- 
tions p d et p g d’epaisseurs respectives 

d — x et d + x, on obtient : 


E dx = ~ 


p d d — x 
£q 2 


enpjx - xo) 
2e 0 


> 0 
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Pgd + x eno(x — xq) 


D’ou le champ resultant : 


E x — Eg X + E Llx — (x xq) 


3) Un electron du plan ( P ) est soumis a la force F x = — eE x : 


2 

e no 

Fx = (x - XQ ) 

£0 


4) L’ equation du mouvement de cet electron est : 

d 2 x e 2 HQ 

m — y = (x - xq) 

d t z £q 


Cette equation peut s’ecrire : 


d 2 X 9 

&2 + “v X -° 


en posant 


2 e " n Q 

X = x — xq et = 

1 me o 


C’est l’equation d’un oscillateur harmonique. Ainsi les electrons du plan ( P ) 
ont un mouvement sinusoidal autour de leur position d’equilibre xq avec une 

/A„\l/2 


, • ( e no\ 

pulsation : cc p = I 

V me 0 ) 


Probleme n° 3 

1) A la distance r de O , la charge q(r) du cortege electronique est egale a : 

q(r) = f p(r)dr=4TcA f r 2 ~ n dr 
J (r) J a 


Si n — 3 alors 


q = 47tA In - 
a 
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Si n =f 3 alors 


^^{r 3 ~ n - a 3 ~ n ) 
3 — n 


2 ) On remarque que pour n < 3 on a Q = lim q = oo , 

r-*o o 


alors que pour n > 3 : Q = cr n 

n — 3 

3) La charge totale comprise dans la sphere de rayon r > a est : 
q'(r ) = Ze + <?(r) 

La neutralite de l’atome implique que : 

q\oo) = 0 => Ze + 2 = 0 => 2 = — Ze 

Cette valeur finie de Q correspond au cas n >3. 

La constante A est determinee par la relation : 

47tA 3 v 

= — Ze d ou : 


3 — n Ze 

A = 3 — <0 

47 r a^~ n 


4) L’atome ayant la symetrie spherique, le champ E est radial. L’ application 
du theoreme de Gauss donne : 

a 2 r Gint 
4rcr z E = 

£0 

ou Q mi est la charge contenue dans la sphere de centre O et de rayon r. 


a) Pour r < a : 


Gint — Ze 


Ze „ 
E = K—e r 


KZe 

E dr = h C ( C = constante) 

r 


b) Pour r ^ a : 


Glut = Ze + q(r) avec q(r) = Ze ( - 





234 


Problemes d’examen corriges 


AlT r 2 E = ^ = —(- 


E = 


£0 
KZe ( a 


£0 \r 

n — 3 


n — 3 


e r 


On a alors : 


V(r) 


KZe 
(i n — 2 )r 


n— 3 


+ C' {C' = constante) 


La continuite du potentiel en r = c/ donne : 

KZe KZe KZe 3 -n 

+ C = C = 

a (n — 2)a a n — 2 


Finalement, on obtient : 


V (r < a) 
V (r ^ a) 


KZe i a 
a \r 

KZe / 
(, n — 2 )a \ 



5J On peut retrouver l’expression du champ electrique, en utilisant d’une part 

le theoreme de Gauss sous sa forme locale, div E = — , et d’ autre part le prin- 

£0 

cipe de superposition du champ cree par le noyau place en O et du champ cree 
par le cortege electronique. La symetrie spherique du probleme implique que : 

- 1 d , 

div E = — — ( r-Er ) 

r 2 dr V ^ 

a) Champ E\ cree par le noyau : 

KZe ^ 

E t = —2~ e r 

b) Champ E 2 cree par le cortege electronique : 

- Pour r < a : 

div £2 = 0 avec £ 2 ( 0 ) = 0 car tous les plans passant par O sont des plans de 
symetrie. 
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On obtient r 2 E 2 = C et la condition au point O implique que C = 0. 
On a done : E 2 (r < a) = 0 


- Pour r > a : 


div Ei = — 

£0 


A 

£Qr n 


avec 
soit : 


jr-0 2 E2) = —r 2 " 
dr £Q 


A = 


r 2 E 2 


3 — n Ze 
4n a 3 ~ n 


A r : 

£0 3 • 


+ C 


E 2 {r > a) = 


_ (KZe(ay~* C 


La determination de la constante C' se fait en ecrivant la conti nuite du champ 
total en r = a : 


Par suite : 


KZe n KZe KZe 
^ + 0 = ^ + ^ 


C' 
+ T 


C' = -KZe 


et 


E 2 (r ^ a) — 




e r 


Finalement, on obtient : 



KZe _ 


E 

- 2 
r z 

(r < a) 

E 

KZe y~ 3 ~ 

(r ^ a) 


Probleme n° 4 


1) On a : 


V(M ) = Kq 




© 


— = A 

n 



= 0 
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avec : r 2 = x 2 + y 2 et r 2 = (x — d) 2 + y 2 

(x-d) 2 + y 2 2 

9 9 = A 

+ y A 

d’ou x 2 — 2 dx + d 2 + y 2 = X 2 x 2 + A 2 y 2 

soit x 2 (l — X 2 ) — 2d x + y 2 (l — X 2 ) = — d 2 


Cette demiere equation peut se mettre sous la forme : 


d \ 2 d 2 2 _ d 2 

l-X 2 ) (1 - A 2 ) 2 +A _ i _a 2 



A 2 J 2 
(1 - A 2 ) 2 


Dans le plan xOy, c’est l’equation d’un cercle de centre C de coordonnees : 




d 

l-X 2 


y c = o 


et de rayon 


R = 


X d 

l-X 2 


La symetrie de revolution autour de O A montre que la surface equipotentielle 
V = 0 est bien la sphere (Z) de centre C et de rayon R. 

2) a) D’apres la question precedente, il suffit de prendre une charge 
—q\ = —A q placee en B confondu avec le point A situe a la distance d de O. 
La surface (5) constitue 1’ equipotentielle (E) si C est en C. On a alors : 
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c) Le champ E est la resultante des champs E\ et Ei crees respectivement par 
q et par —A q. Ces deux champs sont diriges suivant les droites OM et AM et 
leur resultante est dirigee suivant le rayon QM puisque (5) est une equipo- 
tentielle. 



Soit respectivement I, J, K les extremites des vecteurs E \ , Ej et E. 

Les deux triangles MIK et AMO sont semblables comme ay ant un angle egal 
(MIK = AMO = a) compris entre deux cotes proportionnels 
IM 

Tk 


MA 

MO r\ 


= A ) . On en deduit : 

MK _ AO 
~MI ~ ~AM 


d 

E = —Ei 
r 2 


Kqd 

r i r 2 


soit 

avec, d’apres 2) : 

d = (1 - A 2 )D 


E = 


Kqd 
A rj 


D - A Z D 


et 


A = 


d 


R z 

D 

D 


D z - R < 
D 


et — 


D 


D z - R ‘ 


d’ou : 


E = Kq 


(D 2 - R 2 ) 1 

R r j 5 


(E est oriente vers O) 
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d) Le theoreme de Coulomb donne : 


q(D 2 - R 2 ) 1 

o — — £ qE — : — t 

47 tR r 2 


Remarque : 

On verifie que 

3) On a montre que l’etat d’equilibre represente par le schema suivant : 


/ adS=Q = -\q 
J(S) 



etait identique, pour tout point a l’exterieur (ou au voisinage) de ( S ) a : 


o 

r 


Q i 


A 0 

T * 

. R . 

*iq' = — — q 

D 2 -R 2 D 

D 


Soit le nouvel etat d’equilibre constitue par la sphere (5) chargee avec 

// / R 

q — —q = +—q et isolee. Dans ce dernier cas, la repartition de charge est 

uniforme sur la surface, le potentiel de la sphere est le meme que si la charge 
q" etait placee au centre O soit : 


V" = K 


R 


Kq 

~D’ 


En superposant ces deux etats d’equilibre, on obtient l’etat d’equilibre cor- 
respondant a une sphere isolee mise en presence d’une charge q placee a la 
distance D de son centre. Schematiquement on a : 
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v" = — 

D 


Probleme n° 5 



1) Le potentiel verifie 1’ equation de Laplace qui s’ecrit dans ce cas : 


— 7T = 0 =£- V (x ) = ax + b avec : 

dx z 


pour 

pour 

pour 


0 < x < x\ 
x\ < x < X 2 
xj < x < xj 


V(x) = Vi 


V (x) = ax + b 
V(x) = V 2 
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Par continuite du potentiel en x\ et en x 2 : 

V (.xq) = V] = ax i + b 

V (x 2 ) = V 2 = ax 2 + b 

V 2 -V } ^ , V 2 x } - V } x 2 

a = et b = 

*2 - *1 *1 - *2 


Ainsi, pour x\ < x < ^2 on a : 


V(x) = 


V 2 -V ] , y 2 *, - v ] x 2 

x H 

x 2 - xi xi - x 2 


U equation E = —grad V donne 


E x (x) = - 


dV(x ) 
dx 


pour 

0 < x < x\ 

E x = 0 






V7 

-y. 

pour 

X\ < x < x 2 

Ex — — 






^2 

-x\ 

pour 

x 2 < x < x' 2 

Fq 

* 

II 

o 




Representation graphique de V (x) et de E{x) : 



On remarque que le champ E est discontinu en x — x\ et x — x 2 . 

Nature des trajectoires : 

La force F = — eE qui agit sur l’electron est opposee a E : 
pour 0 < x < x\ F x = 0 

V 2 - Vi 

pour x\ < x < x 2 F x — e (> 0) 


x 2 - xi 
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pour X 2 < x < x' 2 

Pour 0 < x < x\ 
uniforme. 

Pour x\ < x < X 2 

Fx 

m 



On en deduit : 


F x — 0 

et pour X 2 < x < x' 2 , le mouvement est rectiligne 


on a : 

e V 2 -Vi 

= a 

m X 2 — x\ 


et Fy = 0 


{ x — at + v 0 cos i 
y — v 0 sin i 


r 1 2 

\ x = 2 at VQt cos 1 
l y = VQt sin i 


1 y 2 

x — - a — - — I- y tan 1 

2 sin 7 i 


Le mouvement est uniformement accelere. La trajectoire est un arc de para- 
bole. 

2) L’energie mecanique de l’electron reste constante. A la source, elle est 
nulle (vq = 0 et V = 0). On a done : 


0 = - mv 2 — eV et par suite : 


v(M) = 


2 eV(M) 


3) Quel que soit un axe y'Oy perpendiculaire a x' Ox on a : 
dm 


m — — = F x — 0 
d t y 


V y = cte 
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En egalant les valeurs de V y pour un point x G [ 0 ,.i'il et un point 
x' G \x2,x'^\ on obtient : 

iq sin i\ = V2 sin 12 =>• VW sin h = sin z 2 

En comparant avec la loi de Descartes en Optique : 
n | sin /] = 112 sin 12 

on en deduit la relation de correspondance entre 1 ’ indice de refraction n et le 
potentiel V : 

n = Vv 


Si les deux plans P\ et FP sont suffisamment rapproches pour que l’on puisse 
confondre I\ et I2, on voit que la trajectoire de 1 ’ electron subit une refraction 
la ou le potentiel change de valeur. 

4 ) La relation «/V\ sin i\ — ■sfV^ sin 12 montre que si V2 > V\ alors h < i\, 
l’electron se rapproche de l’axe x' Ox. Un dispositif forme de deux grilles rap- 
prochees et portees a des potentiels judicieusement choisis permettra de foca- 
liser un faisceau d’ electrons dans un microscope electronique. 


Probleme n° 6. Etude d’un reseau capacitif 

1 ) La loi des noeuds en B donne la relation demandee : 


h + h = h 


( 1 ) 


2 ) En considerant successivement les trois 
dipoles A B on peut ecrire trois expres- 
sions de Va — Vb, ce qui donne les deux 
relations suivantes : 

~% + R h = -Rh (2) 

qi 

+ Rl 2 = ~Rl 3 



( 3 ) 
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A l'instant initial on a q\ = q$ et q 2 = 0 ; par consequent : 


^7 + R ho = R i 20 


- Ri 30 


soit : 


ho + ho 
ho + ho 

soit, en rempla§ant /30 par i\Q + ho '■ 



2*10 + ho 
ho + 2*20 


- _4o_ 
' RC 
= 0 


On en deduit successivement : 


2*70 


■ _ 40 


■ _ 40 

*10 — 

J 3 RC 


120 ~ 3 RC 


130 ~ 3RC 


3) On a : 


dqi , . d<72 

*1 = ~ -7- et i 2 = - — 
dt dl 


On obtient de meme d'apres (2) et (3), puis (1) : 


■ , ■ *71 

' 1+ ' 3 =RC 
... 92 

' 2 + ' 3 = «C 


*3 


*72 + *72 
3RC 


Par suite : 

dt r V dt dt 

soit, en tenant compte de (1) : 


d*3 l(dqi+dq 2 \ ~h~h 


d/3 z'3 

-T^+ - =0 

d 7 r 
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4) L'integration de cette equation donne : 

_ t_ 

h = ho e r soit : 


5) Derivons (2) et substituons —dq\/dt = i \ ; il vient : 

h d/| _ d/ 3 

RC + dt ~ dt 

soit : 

dz'i 3 / 1 <r/o -L 

-3- H = — e t 

dt T T 2 

L'equation homogene correspondante admet la solution generate suivante : 

_ 3 1 _ 

i\h = A e T 

_ t_ 

Cherchons la solution particuliere sous la forme i\ p = B e t : 

- — b — — 

t t t 2 2 r 

La solution generate i\ (t) est done : 


<70 - 
13 = ~ e 

T 


Ae 


_ <70 - f 

T+ 2r C T 


6) On a: 


2 <70 , . <70 

no = — = 1 + 3 - 

r 2r 


A = 


3<70 

2 r 


II vient par consequent, compte tenu de (1) et de l'expression obtenue pour 

hit) : 


<70 
2 r 


3f A 


<70 / 

r + e t 1 


= 2t\ 


3f 


Les trois intensites trouvees tendent bien sur vers zero quand t oc. 
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i\(t) et 13(f) sont decroissants. Etudions 
le signe de la derivee de ijil) : 


dz 2 


<70 


— = — 3 I -e r + 9 e~ 
df 2 t~ 


Celle-ci change de signe pour : 
9 


2t_ 
e r 


rln 9 

soit t = = rln3 ~ 1, 107- 


Par ailleurs z - 2 s'annule pour : 



- In 3 ~ 0,55 r 
2 


z - 2 passe par un maximum (figure 2). 

7j Les admittances des trois dipoles AB s'ajoutent : 


1 


+ 


1 


+ 


1 


R R -\- \ / j C oj R + l/jCu 

1 (3 + l/j RCu\ 


1 + 


1 + 1 // RCuj 


R VI + l/j RCuj / 


soit enfin : 


Z = R/ 


1 + \/j RCu 
3 + l/j RCui 


et 


Z = R 


1 + {RClo) 2 
1 + 9 (RCuj) 2 


Calculons la derivee logarithmique de Z : 

Z' _ 1 2R 2 C 2 uo 1 2 x 9R 2 C 2 uj 

~Z ~ 2 1 + R 2 C 2 oo 2 ~ 2 1 + 9R 2 C 2 u 2 

? ? / 1 1 
= R 2 C 2 u 


1 + R 2 C 2 uj 2 1/9 + R 2 C 2 uj 2 


Z' est done negative sauf pour to = 0 oil elle est nulle : Z est decroissante et 
I = cq/Z croit de e^/ R, pour u = 0, a 3eo/R, pour cu tendant vers l'infini. 
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Probleme n° 7. Filtrage 

1 ) On a, avec les notations de la figure 1 : 


/ 1 \~ 

ft 

+ 

II 

is 

9 1 1 


V jCu ;/ 

t| 


1 ~ 

C— 


u 2 = ~r^n 
jCuj 




la fonction de transfert est : 


Fig. 1 




U2 _ 1 

u\ 1 + j RCu 


Par consequent : 


u 2 

1 

U\ 

y/l + (RCu) 1 2 


arg — = — arctan(7?Co;) 

U\ 


La phase de la fonction de transfert etant negative, il s'ensuit que la tension u 2 
est en retard sur u\ . 

2 ) On a : 


1 _ 1 
y/l + (RCiUc) 2 V2 


RCuj c = 1 


U)q — 


1 

~RC 


soit : 
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Application numerique : 


1 

Cu c 


1 

2tt/ c C 


soit R = l,6-10 4 fi 


3) Designons par H(uf) le module de la fonction de transfer! et par ip(u) son 
argument. 

H(uf) est a l'evidence une fonction decroissante qui tend vers zero quand u> 
tend vers l'infini. Calculons sa derivee logarithmique : 


H\u) _ 1 2 R 2 C 2 co 

H(uj) ~ ~2\ + ( RCu c ) 2 

Celle-ci s'annule pour uo = 0 et le graphe 
presente une tangente parallele a l'axe des 
abscisses en ce point. 

La phase <p(cu) = — arctan(i?Cu;) decroit 
de zero a — tt/2 et passe par la valeur 
— 7r/4 quand cu = uo c . Sa derivee 


= - 


RC 

1 + ( RCu ) 2 


vaut -i?C a l'origine. 


IU 




4) L'amplitude de la tension de sortie est d'autant plus faible que la frequence 
est elevee : il y a attenuation des hautes frequences. Le systeme se comporte 
comme un filtre qui ne laisse passer que les basses frequences (filtre « passe- 
bas »). 


5) On a, pour les harmoniques 3c v c , 5iv c , 7cu c : 


<P 3 = — arctan3 ~ — 1,2 rad et 

H( 3 o; c ) 
H( cu c ) 

</?5 = — arctan5 ~ — 1,4 rad et 

H (5 u> c ) 
H(uo c ) 

(pj = — arctan7 ~ — 7r/2rad 

H(7lu c ) 


42 

4\ + (3RCco c ) 2 



42 _ p2 

4l +7 2 V 50 


0,28 

0,20 


0,45 


H( cu c ) 
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Les phases des harmoniques s'ecartent de 
la phase du fondamental et tendent assez 
rapidement vers 7t/2. 

De plus les harmoniques sont attenues 
dans le signal de sortie : les amplitudes 
des trois premiers sont respectivement 
45 %, 28 % et 20 % de celle du fonda- 
mental ; le signal en creneau va done etre deforme et se rapprocher d'un 
signal sinusoidal de pulsation oo c . 

6) On doit avoir : 


i 

1 


IL 


ji 

— 

i 




T 


Fig. 3 


Z — j L oo -p 


1 


soit 


1 


1/Z + jCeo Z — j Leo 

ou encore, en retranchant 1/Z aux deux membres : 

^ = jCeo 

Z 2 - j Loo Z 

Par consequent, Z est solution de l'equation suivante : 

~ 9 ~ L 

Z~ - j Leo Z = 0 

J C 


1 

~ + j Coo 
Z 


La forme des solutions de cette equation depend du signe du discriminant : 

,2 2 t 2 / 2 2\ 

— L eo = L I oo^ — oo J 


en posant : 


AL 

A = — 
C 


eOc — 


Vic 


S'il est positif, e'est-a-dire si oo < oo c , on a : 


Z = — — ± —J w 2 — eo 2 


S'il est negatif (e o c < oo) les solutions sont imaginaires pures : 



A.N . L = A/w 2 C = 4/4tt 2 (2,4.10 3 ) 2 2 • 10“ 6 H, soit L = 8,8 mH. 
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7) On a (cf. figure 4) : 

U n — 1 u n = j Lu> i n -\ 

u n —\ = Z i n —\ 

Par consequent, en faisant le rapport 
membre a membre : 



Ufj 

u n — 1 


jLu 

Z 


soit : 


u n Z — j Loo 

u n —\ Z 


Fig. 4 


Ce resultat pouvait etre egalement obtenu avec le theoreme de Millmann : 

~ Un—l/jLco u n —\/jLui 

1/jLoo + 1/Z + jCoo l/j Loo + l/(Z — j Loo) 


en rempla 5 ant l'expression de 1/Z + jCoo ( cf. debut de la question 6)). En 
multipliant le numerateur et le denominateur par j Loo (Z — j Loo) on retrouve 
l'expression precedente. 

8) Si oo < oo c on a alors, en utilisant le resultat de 6) : 

z - ]Loo = —J — ± — y lOq — lo z = Z 
u n Z* 

et par consequent — = est de module 1. 

u n —\ Z 

Ainsi, du fait que U n /U n _\ = 1 pour tout n, on a aussi : 


Un = j 

Uo 


Le transfert de la tension d'entree a la sortie de l'element n se fait done sans 
attenuation ; il y a seulement dephasage de la tension u n sur la tension d'en- 
tree UQ. 
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Problemes d’examen corriges 


9) Si maintenant u > u c , on a, toujours en utilisant le resultat de 6) : 


Z - j Lu = -j 



et, par suite : 


Ufj 

u n— 1 


—Lu / 2 ± (L/2)y u 2 — u% 
Lu/2± (L /2)yju 2 -u\ 



ML/2). 


1 - 


+ 1 


Le signe — devant le radical implique LJ n /U n _\ > 1, tandis que le signe + 
correspond a U n /U n -\ < 1. La premiere possibility, qui signifie que le 
potentiel U n croit avec n, necessite un apport d'energie qui ne peut avoir lieu 
avec des elements passifs, tels que des resistances, inductances ou capacites ; 
elle ne peut done etre retenue. 

La deuxieme solution donne : 


Un = ( Un \ ( Un- 1) \ (U n - 1\ 
U 0 \Un_J\Un_2j\Un-M 



soit : 


Un 

Uq 



1 + 



A.N. On a : 


= fc = 2A = n R H , oft Un = ( 1 ~ yT^064 Y = ( \ ~ 0,6 Y 
u f 3 ’ ° U U 0 V 1 + VI -0,64/ VI +0,6/ 

Soit done : 


Un = j_ 
Uq 4" 


d'ou 


U\ 

Uo 


0,25 et 


^5 

Uq 


1 
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10) Graphe de U,,/ Uq en fonction de u : 

U n 



Fig. 5 
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